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PRESENTACION

E d ito ria l S an  M a rco s  p re se n ta  al p ú b lico  la C o le cc ió n  El P o s tu la n te , e la b o ra d a  ín te g ra m e n te  p e n s a n d o  
en las n e ce s id a d e s  a c a d é m ica s  de  los jó v e n e s  q u e  a sp ira n  a a lc a n z a r una v a ca n te  en las un ive rs id a d e s , 
in s titu to s  y  ce n tro s  s u p e rio re s  d e  e s tu d io  a n ive l na c iona l.

La C o le cc ió n  El P o s tu la n te  reú ne  los te m a s  re q u e rid o s  p o r los p ro sp e c to s  d e  a d m is ió n , los c u a le s  son 
d e sa rro lla d o s  d id á c tica m e n te , con  te o ría  e je m p lific a d a  y e je rc ic io s  p ro p u e s to s  y  re su e lto s , de  a lto  g ra d o  
de  d ificu lta d , co n  los c u a le s  se  bu sca  d o ta r a los jó v e n e s  d e  los c o n o c im ie n to s  b á s ico s  n e ce sa rio s  pa ra 
e n fre n ta r no  so lo  los d ive rso s  e x á m e n e s  d e  ad m is ió n , s in o  a fia n z a r los s a b e re s  d e  su  fo rm a c ió n  e s co la r 
y a lc a n z a r una fo rm a c ió n  in teg ra l q u e  les pe rm ita , en e l fu tu ro  p ró x im o , d e s a rro lla r  una v id a  u n iv e rs ita ria  
ex ito sa .

F in a lm en te , d e se a m o s  h a ce r un re c o n o c im ie n to  al s ta ff d e  d o ce n te s  lid e ra d o s  p o r S a lv a d o r T im o teo , P e ­
d ro  d e  C as tro , J o rg e  S o la rl y  N a th a li F a lcón , p ro fe s o re s  de  a m p lia  tra ye c to ria  en  las m e jo re s  a c a d e m ia s  
de  n u e s tro  pa ís , q u ie n e s  han e n tre g a d o  lo m e jo r de su e x p e rie n c ia  y c o n o c im ie n to s  en el d e sa rro llo  de 
los con te n id o s .

- E L  E D IT O R -



LEYES DE EXPONENTES

POTENCIACION
Es a q u e lla  o p e ra c ió n  m a te m á tica  d o n d e , da do s  
do s  e le m e n to s  lla m a d o s  b a se  (b) y  e x p o n e n te  (n) 
se  c a lc u la  un te rc e r  e le m e n to  lla m a d o  po ten c ia .

N o tac ió n :

b n =  P
b: ba se , b e lE  
n: e x p o n e n te , n e Z  
P: po te n c ia , P E l

E jem pios :
En 54 =  625, la b a se  es  5, el e x p o n e n te  es 4  y 
la p o te n c ia  es  625.
a 3, aq u í a es  la base , 3 es el e x p o n e n te  y  a 3 es  
un a  p o te n c ia  in d icad a .

PRINCIPALES EXPONENTES

E x p o n e n te  n a tu ra l. S i n es c u a lq u ie r  e n te ro  p o ­
s itivo  y b es  un n ú m e ro  rea l, d e fin im o s .

r b si n =  1
b n = b '  b x  b .. b; si n >  2

n v e ce s

E je m p lo s :
6 1 =  6 

£ F  = V3

H U 1 X 1 X 1 X 1  =  ±

( í í - H

\ 2 ¡  2 2 2  2 16

( - 2 ) 7 =  (—2 )(—2 )(—2 )(—2 )(—2 ){— 2 )(—2) =  - 1 2 8
_1_
16

( " 3 ) 4 =  ( 3 ) (—3 ) (—3 )(—3) =  81 
- 3 4 =  —(34) =  - 8 1  
- 2 3 =  —(2 3) =  - 8

E x p o n e n te  ce ro . Si a es c u a lq u ie r n ú m e ro  rea l no

nu lo ,

E je m p lo s :

( | )  = 1 ;  ( - 7 ) °  =  1; ( /5 )°  =  1 ; ( - | )  = 1

N ó te se  q u e  no  he m o s  d e fin id o  0°, e s ta  e x p re s ió n  
no t ie n e  un s ig n ifica d o  útil.

E x p o n e n te  n e g a tiv o  SI x es un n ú m e ro  rea l no 
nu lo , y  si n es un e n te ro  po s itivo , d e fin im o s

1 /xn

E je m p lo s :

3~3 = —  =  —

4 - 2 = 1
3

l_
4 2

27

16

( - 2 )'
( -  2 ,3

( - 3  r 2 = 1

í - 3 . r

SI x e y  son re a le s  no nu los, n es un e n te ro  po s itivo

- \
y )

i x r n / v \n e n to n c e s  — =  — 1

E je m p lo s :

=  3 =  27

r - i - i r -
625
16

N ó te se  q u e  no he m o s  d e fin id o  0 n, es ta  exp re s ió n  
no  tie n e  sen tido :

pu e s  si: 0 11 =  —  =  -  =  3 e n to n ce s  0 n no ex is te . 
0 n 0

T e o re m a . Si x e  y  son  n ú m e ro s  re a le s  y  m, n son 
e n te ro s , ta l q u e  x m, x n, y n ex is ten , e n to n ce s

x'rX X  =  X " ’

(x y )n =  x ny n 

(xm)n =  xmn

- =  X
X

( í )
X

x /  0

; y 0

- = x y -

E je m p lo s :

6 3 v 6 4 \  62 x  =  6 3 + (~4) * 2 =  6 1 =  6 

—  =  3 2_(~3> =  3 1 =  3

.  2 7 f
9 2 ' 9

3 n " 2 =  3 n x  32 =  9 x  3 n 

3 (2 5 ") =  3 (5 2") =  3 (5 ")2

Si b es un n ú m e ro  rea l y m , n, p son  e n te ro s  e n ­
to nces:
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P or e jem p lo :

RADICACION EN IR

n/a  =  b -

iT e s  e l s ím b o lo  rad ica l 
n es e l índ ice ; n e  IN a  n >  2 
a es  el ra d ic a n d o  (ca n tid a d  ra d ica l) 
b es la ra íz  en é s im a

P or e jem p lo , en s/3 2  =  2, el ín d ice  es 5, el ra d ic a n ­
do  es 32 y la ra íz  q u in ta  e s  2.

O b s e rv a c io n e s :
1. Si a >  0 y n es  un e n te ro  po s itivo , n >  2; e n to n ­

ces  e x is te  un ún ico  rea l b 0, ta l q u e  b n = a. 
El n ú m e ro  b se  lla m a  ra íz  e n é s im a  de  a y  se  
de no ta  p o r n/a

SI a <  0 y n es  un e n te ro  p o s itiv o  im p a r n >  3, 
e n to n ce s  e x is te  un b <  0, ta l q u e  b n =  a. En 
es te  ca so  e s c r ib im o s  b =  n/a  y  la lla m a m o s  la 
ra íz  e n é s im a  de  a.

F in a lm e n te  n/0  =  0

2.

D e las d e fin ic io n e s

n( á  =  b s i y  so lo  si b n=  a n e  IN A n > 2

C u a n d o  n =  2, es  usua l e s c r ib ir  /a  en lu g a r 
d e  2/a  y  lla m a r a -la la ra íz  cu a d ra d a  de  a. A l
nú m e ro  3/a  se  le llam a la ra íz  c úb ica  de  a.

E je m p lo s :

4/ l 6  =  2, pues: 24 =  16 

% 1 =  3, pues: 34 =  81 

3'T _8 =  - 2 ,  pues: (~ 2 )3 =  - 8  

■Í9 =  3, pues: 32 =  9

N ó te se  qu e  no hem os de fin id o  n/a  cu a n d o  a <  0 y n 
es  un e n te ro  p o s itiv o  par. La razón  de  e s to  c o n s is te  
en  q u e  pa ra  to d o  n ú m e ro  rea l b, b 11 es no ne g a tivo  
c u a n d o  n es  par.

P o r e jem p lo : / - 4 ;  4/ -  5; 6V— 1 0 0 ;. . . ;  2rV(—T

E stas  e x p re s io n e s  no es tá n  d e fin id a s  en IR (no  e x is ­
ten), es ta s  es tá n  en el ca m p o  de  los im ag ina rios . 
Es im p o rta n te  o b s e rv a r q u e  "Va c u a n d o  ex is te , es 
un n ú m e ro  rea l ún ico.

T e o rem a . Si n es un na tu ra l, n >  2, x  e y son rea les  
ta le s  que  n/ x  y  n/ y  ex is ten , e n to n ce s

n/ x  n/ y  =  n/x y  • =  n f^ -; si y  A 0
n/y  1 y

" V W  =  mn/x ;  si m es  una na tu ra l, m 5:2 , y las 
ra íce s  In d ica d a s  ex is te n

x: n es  im p a r 
[x|; n es  pa r

E je m p lo s :

4/8  4/3 2  =  4/8  ,. 32 =  4/2 5 6  =  4

- M  =  ¡ J M  =  3/2 7  =  3 
3f3  '  3

3M  =  12/2

3/ / 729 =  6Í7 2 9  =  3 

V (— 4 )2 =  I 4  | =  4

EXPONENTES RACIONALES
1. Si x es  un nú m e ro  rea l y  n es un na tura l (n >  2), 

e n to n ce s  de fin im o s :

„1/n _  nrVx (su p o n ie n d o  que  n¡x  e x is te )

E je m p lo s :

4 1,2 = 2/ 4 = 2  = 2
g °,5  =  g1/2  =  y g  =  3

64 3/6 4  = 4
8 1 1,4 =  4/8 1  =  3
27 2 7 1/3 =  3/2 7  =  3
16025 =  161/4 =  4/T 6  = 2

S ea  m /n  un nú m e ro  ra c io n a l irre d u c tib le  y  n 
un na tu ra l (n >  2). Lu eg o , si x  es  un nú m e ro  
rea l, ta l q u e  n/ x  ex is te , d e fin im o s .

x m,n =

E je m p lo s :

• 3 1 2 5 2'5 =  ( 5/3 1 25  )2 =  (5 )2 =  (5 )2 =  25
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(~ 2 7 )2/3 =  ( 3Á ~ 2 7  )2 =  ( - 3 ) 2 

4 - ^ . { ^  =  2 - 5 =  ±  =  ±  
2 b

6 4 0 ,6  =  6 4 2 /3  =  Á 6 4 2 =  42  =  16 

8 5 /3  =  ( 3/8  f  =  (2)5 =  32

cY lo ta :-------------------------

Conjuntos numéricos

P ro p ie d a d e s :

• a° =  1

a ' "
—  =  a m n

nla T b  =  a nVb

• nH 7  =  2 2 /7  

"Va^ =  a p/n

’ =  n/ Á

(a b )n =  a nbn

i a \n _  a^
\ b I ~  b n

(a n)m =  a nm

" /a "  =  a; n es  im p a r

n / I
V b

I f
a 1/n =  J _  =  J _

=1,n Á Áa

EJERCICIOS RESUELTOS

1. C a lc u la r el v a lo r de : [(1 /3 )~ 2 +  (1 /2 )~ 4] 1/2 

R esolución:
A p lic a n d o  la p ro p ie d a d  d e  e x p o n e n te s  n e ­
g a tiv o s :

[3 2 +  24] 1'2 =  [2 5 ]1'2 =  ¡2 5  =  5

2. C a lc u la r e l v a lo r de:
[(1 /2 ) 2 +  2(1 /3 )~ 2 +  (1 /3 )" 3] ° 5 

R eso lución:
A p lic a n d o  la p ro p ie d a d  de  e x p o n e n te s  n e g a ti­

vos: [22 +  2 (3 )2 +  (3 )3] 1'2 =  [4 +  18 +  2 7 ]1'2

=  [4 9 ]1,2 =  Í4 9  =  7

3. R e d u c ir  la exp re s ió n :
X  =  ( x m) 1/m _  ( x 1 + 1/mJm/(m + 1) _j_ iry ^2 m

R esolución:
¡ U  I m + 1 \ I  m \ 2m

E =  ( x ) — x m + x m

E =  x -  x  +  x2 =  x 2

4. S im p lific a r: M =  n

R esolución:
R e a liz a n d o  tra n s fo rm a c io n e s  e q u iva le n te s :

M =
nJ  2 n  + n 2 " ,  n (n + 2 )

2 n + 2  

n + 2

V —V 2 n ‘

M =  nJ  — —— =  " ! ¥  =  n/4  
2"

5. H a lla r la fra cc ió n  d e c im a l e q u iva le n te  a la s i­
g u ie n te  e xp re s ió n :

E =  £ ______
¡7 2  +  Í5 0  - Í 8

R esolución:
E fe c tu a n d o : E = /2

73 6(2 ) + /2 5 (2 )  - /4 (2 )
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E =  Ü   . e  =  J L  =  1
6 / 2 +  5 / 2 - 2 / 2  9 / 2  9

6. E fe c tu a r: P =  8 

R esolución:
En e je rc ic io s  de  p o te n c ia s  d e  e x p o n e n te s  en 
c a d e n a  se  e m p ie z a  las re d u c c io n e s  de  la p o ­
te n c ia  e x tre m a . Así:

__4-o.5   1_    1_ _  _  J_
40,5 2

, ^ 4 - 0 . 5  _  1 ; 2  1  _  1  _  1
=  ^  =  7 ^ 3

27" 2 7 “ 1 1 1
2 7 1'3 3-Í27 3

-1/3 _ 1 _  _1_
8 1/3 3/8

P =  1/2 =  0 ,5

7. H a lla r e l v a lo r  de  x en : = 2 7

R esolución:
R e a liz a n d o  tra n s fo rm a c io n e s  e q u iva le n te s :

v W  =  27 3 3 *.3 _  o 3

Id e n tific a n d o  e x p o n e n te s :

1 A « 2 + 1 /x  „  Oo1 = 3  , pe ro : 1 =  3 U
3 x/3

=> 0 =  2 +  1/x x  =  - 1 / 2

8. S im p lific a r: E =  a b 23»,a 1b~2 l a " 1b 

R esolución:
E lim in a n d o  ra d ic a le s  y e s c r ib ie n d o  ba jo  la  fo r­
m a e x p o n e n c ia l:

E =  a b 2a - 1/V 2/3a - 1/6b 1/6 
R e d u c ie n d o  p o te n c ia s  de  igua l base :

( i _ ! _ ! j  (2 -2 + 1 )
E =  a 3 6 b ' 3 6/

=> E =  a lí2b 3''2 =  la -Z b3 =  í a b lb  

E =  b la b

9. S im p lif ic a r la e x p re s ió n : E ;
- 2 í 2 n'

2 (2 " + 3) 
R esolución:
R e p re se n ta n d o  c o n v e n ie n te m e n te :

2 n x 2 4 -  2 (2 n) 2 n (2 4 — 2) 14 7
E =

10. S im p lif ic a r la e x p re s ió n : E

2 n(16 ) 16 8 

,R t3  — 3 (3 n)
3 (3 n 1! 

R esolución:
R e p re se n ta n d o  c o n v e n ie n te m e n te :

^  3 n3 3 -  3 (3 n) 3 n{2 7  -  3)
E =    —  = -------------------- — ¿4

3 (3 n)(3 ) 3"

11. C a lc u la r el v a lo r de:

2 X + 4 +  36 Í2 .X " 2)
E = -

2 x + s _  2 (2 XX 3) -  4 { 2 X _1) -  6 (2 X~ 1) 

R esolución:
2 x (2 4 ) +  3 6 (2 x/2 2 )

E =
2 X2 5 -  2 ( 2 X2 3) -  4 ( 2 X)(2 1) — 6 (2 x/2 )

__________ (1 6 )(2 X) +  (9 ) (2 X)
(3 2 ) (2 X) -  (1 6 ) (2 X) -  (8 ) (2 X) -  (3 ) (2 X)

E = ^ >  c. E =  5 
5 (2 ")

12. C a lc u la r el v a lo r de : E
4 3 (8 4

[4 '4 V.nl2

R esolución:
T ra n s fo rm a n d o , pa ra  e s c r ib ir  en ba se  4:

(84,3P  = [(23)4/3] = (24r n = f(22)2] " = 4-
R e e m p la z a n d o  en la e x p re s ió n  p ro pu es ta : 

(4 3) ( 4 - 2n! ( 4 3) ( 4 - 2n) 4 3 2n
E =

(4 14 " n)2 ( 4 1 ""n)2 4 2 ' 2n

£   ^ 3  — 2n — (2 — 2n) _  ^ 3  — 2n — 2 +  2n _  ^
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13. C a lc u la r el v a lo r de: E ; 2 1 6 x  3 5 3 x  8 0 3
15 4 x  149 x 3 0 2 

R e s o lu c ió n :
D e s co m p o n ie n d o  en  fa c to re s  p rim os:

E  -  (-3 >  7 ) 6 ( 7  " ' 5 '3 ( 2 4 x 5 ) 3
(3  x 5 ) 4 (2  x  7 )9 (2  x  3 x  5 f

Por p ro p ie da d :

E = 3 S ■. 7 6 -  7 3 v 5 3 x  2 12 x  5 3
34 £ 4 v,. o9 . w o2 w q2 w c23 x  5 x  2  x  7 x  2 x  3 x  5 

M u ltip lica n d o  p o te n c ia s  de  ba se s  ¡guales:

3 6 x  7 9 x  5 6 x  2 12E =
3 6 x  7 9 x  5 6 x  2 11

E =  2 / 21 2 ,9  11 _  o 1 2  - 11 _  0 1=  2 ' E =  2

14. C a lc u ia r el v a ío r de: E =  { 3j3/ 3^ }  

R e s o lu c ió n :
E s c rib ie n d o  ia ra íz  p rin c ip a l en la fo rm a  e x p o ­

ne nc ia l. E =  | 3 ' 3/”' 3 }

T ra n s fo rm a n d o  los e x p o n e n te s :

E =  1(3)3

i )

, 3 - 1 1 6  1 .  1 3 - 1 / 6 ( 10" +  15 n +  6"  I
i - W ” ( E =  n | 6 n + 1 5 n + 1 0 n I

3 - I / 6  1 1
V 5n x 2 n .x 3 n a

=  ( 3 )3 6 ' 3 6 y

E =  nV ( 3 0 )n  =  30

=  33° =  3 1 E =  3

15. S im p lif ic a r la e xp re s ió n :

E =  { m _1[m (m 3)1/2]1/ 

R e s o lu c ió n :
E fe c tu a n d o  o p e ra c io n e s :

i1/5

=>E  =  m 2m 5 m 5 =  m 5 5  E =  m

i
16. C a lc u la r. P =  n

+1

R esolución:
T ra b a ja n d o  con  e l d e n o m in a d o r: 

n- ^ ¡ 4 x W  =  c-i^ 4 1x 4 n'2 =  ^ 4 1+n/2

n+2U ~ r  = n- 4 ( 2 ^ r  =  3 2 ^ 7 - 2

n + 2 
=  2 "+ 2  =  2

R e e m p la z a n d o  y  d e sc o m p o n ie n d o :

p  — n j 2 x 2  nJTjñ . p  — 2

17. C a lcu la r: E =  n. 10n +  15n +  6 n
5~~n +  2~n +  3~ n

R esolución:
T ra n s fo rm a n d o  el d e n o m in a d o r:

10n +  15n +  6 n
n l J_ + ±  +  ±

5 n 2 n 3"

D a n d o  co m ú n  d e n o m in a d o r en  el d e n o m in a ­
d o r  d e  la ra iz:

l1 0 n +  15R +  6 n
1

n 1 10n +  15" +  6 n
( 5 x 2 x 3  f

j- EJERCICIOS PROPUESTOSs j

1. C a lcu le : 33

a) 73 
d ) 1

2. C a lc u le  A y  ES

\ - i

3 <3)(3)

3 x

b) 12 
e ) 77

c) 75
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{ ( 2 - 3~ 1)2

a) 5; 2 
d ) 4; 7

9 -2- V 5 °

b) 1; 2 
e ) 5; 9

c) 2; 3

3. C a lcu le  A , B y  C:

A  =  -/s +  /6  +  /6  +  ... ; B = ' ln f n

c  = ' ¡ 3/3
a) 3; t i ; 3 
d) 1; 71; 4

b) 1; jt; 2 
e ) 2: 71; 5

c) 1; 7 1 ; 5

4. S i el exponente final de: /x"/x7>Tes 7/4, cal­
cular n.

a) 1
d ) 4

b) 2 
e) 5

c) 3

5. C a lcu le  el v a lo r  d e  x, en : 2*-Í2  =  3/ 4 x

c) 1/2a ) 2 
d ) 1/4

b) - 3 / 2  
e ) 5 /3

R educe :

a) 27 
d) 20

b) 48 
e) 30

c) 49

7. E n c o n tra r e l v a lo r de  n, si d e sp u é s  de  reduc ir:

vn i n e  IN, se  ob tie n e : 4 1

a) 5 b) 4 c) 9 16. Si se  c u m p le  que: x '1/x = 2 , c a lc u la r: / x
d ) 1 e ) 10 a) 2 b) 3 c) 4

d) 5 e) 6
Si: x2 2>!— 2, c a lc u le : x ' /2x

17. C a lcu le :
a ) Í2 b) ¡5 c) 4Í2 r - - 1 2
d) 2 e ) 8 í i v 1 r £ ) / 1 '_3 

+  — I ’ ó - f ”  1[ \ 2i \41 V1 2 5 / 1 8 1 /

Si: a a =  2 ha lle : a a3+1 a) 4 b) 21 c) 30
a) 4 b) 2 c) 8 d) 40 e) 20
d) 10 e) 12

10. R educe: i x i x / x

a) x  b) x2 c) 3x
d) 5x  e ) 7x

11. Si: x  A 0, s im p lif ica r:
. ( ( x 5)4 )3

a) 2 
d ) 1

b) 0 
e ) 5

12. S i: x 4  0, reduce :

a) x 5 
d) x 1'

c) 3

(x2)(x4)(x6)(x8)(x10)
(x )(x 3)(x5)(x7)(x9)

c) 2xb) x 
e ) x ‘

13. S i se  cu m p le : x x =  6, ha lla r: x 6

a) 12 b) 2 c) 6
d ) 12 e ) 18

14. C a lcu le : 4/ ( - 2 ) 47°

a) 1 
d ) 2

b) - 2  
e ) 6

c) 3

3TÓ® i
15. R ed uce : 13/9  ’ }

,(3/3 - 2 ) 3Í3

a) 1
d ) 12

b) 3 
e) 81

c) 9

18. SI xx =  5, in d ic a r el e x p o n e n te  de  a x en: a x 

a) 5 b) 3 c) 2
d ) 4 e ) 7
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19. S i: x y  V O, s im p lif ic a r A  y B:
- 2  - 2  x +  y 

A  -    — ; B =
(x y )

a) x 2 +  y2; 2 x 4y ” 6 
c) x  -  y; x J/y  
e ) x  +  y: x 3/y 5

8 x 3y 4

4 x ~ 1y 2

b) x  +  y; x 3/y 2 
d) x  +  y; x /y

20. S i: x v =  2, ca lcu le : <x xV)y ( x 3) V( 4 v )'

a) 2 b) 3 c) 4
d ) 5 e ) 6

21. E fe c tu a r A  y B:

A  =  ¡ 2 x 3/ 2 x 6¡2 :

a) 2; 3 
d) 1 :2

b) 5; 2 
e ) 4; 2

6/9  ■ 4Í9  ,  Á9 
20/9  „  5Í9

c) 7: 2

22. In d iq u e  el v a lo r  re d u c id o  de la e x p re s ió n :
¡3 + .27 + .12

a) 2 
d ) 9

(6/ 7 )  /3

b) 5 
e ) 15

c ) 7

23 . S i: n e  IN y  ad em ás : 

81 v e ce s

81 x  81 x  8 1 ...  81

10 vece s  

c a lcu le : n2 +  1

a ) 20 
e ) 10

b) 30 
e ) 15

c) 40

24 . S i: a a =  2, c a lc u le : 3J (a a2 + aa* a )1/a

3 )1  
d ) 4

b) 2
e ) 5

c) 3

25. H a lle  el e x p o n e n te  fin a l d e  x 
b vece s

(x a)bc(x bc) V cx ac. . '.x acx ac.

( ( X 3 a )b f
x *  0

a ) 1
d ) 5

b) 2
e ) 8

c) 3

26. S i se  c u m p le  que: x x = 3  

c a lc u le : x 3 +  x ”3 +  x 6 +  xx6

a) 21 
d) 42

27. E fe c tu a r: 3

a) 1/2 
d ) 1/9

28. S im p lifica r:

a ) 20 
d ) 30

b) 25 
e) 28

c) 37

b) 3 /7  c) 1/4
e ) 3/91

110 4 )(3 0 3 1( 4 2 3) 
(5 4 ) (2 5 0 )(6 0 2 )(7 0 2)

b) 84 c) 12
e) 90

29. Sea : x x =  5; ha lle : (xx)

a) 20  b) 35
d) 28  e) 40

30. S im p lifica r:

d i ' 3 ' 4 i ) ' 3Í  + ( t

c) 25

a) 287  
d ) 123

31. R ed u ce : (5

a) 21 
d ) 26

32. S im p lifica r:

a) 2 
d ) 4 /3

b) 281 
e) 435

5 /5  X J 5 5 - 1 0 /5 )1  2 ,

b) 24 
e) 30

(10 5 )(6 5)(24 )

(4 8 2)( 15 4 )(4 3)

b) 5/2 
e ) 3/8

c) 235

c) 25

c) 5/6

33. S ea  x >  1 y  ad e m á s : x x =  x x' 
c a lc u le : x 3x

a) 2 
d ) 5

b) 3 
e ) 7

c) 8
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34. S im p lifica r:

a ) x 7
d) x~ 5

b) x 3
e) x - 20

; x  e  ¡R+

c) x

o n - 4 _ n v on + 2
35. S im p lific a r:  —   ; x  e  1N

2 x  2 n

a) 2
d ) 1/2

b) 3 
e) 1/5

c) 1/3

1. a 8. a 15. c 22. c 29 . c
£1) 2. a 9. a 16. a 23. d 30. a
Uis 3. a 10. b 17. a 24. b 31. c
< 4. b 11. d 18. a 25. a 32. b
J 5. b 12. a 19. a 26. d 33. c
u 6. c 13. c 20. a 27. b 34. e

7. b 14. d 21. a 28. b 35. d X



POLINOMIOS

N o ta c ió n  m a te m á tic a . Es la q u e  p e rm ite  d ife re n ­
c ia r la s  v a r ia b le s  de  las con s ta n te s .

P(x; y; z) =  2 a x 3 -  5 b xy z

v ar ia b le s  c o n s ta n te s

E x p re s io n e s  a lg e b ra ic a s . S on a q u e lla s  e x p re s io ­
nes  d o n d e  las o p e ra c io n e s  qu e  se  usan  so n  so lo  
las de  ad ic ión , s u s tra c c ió n , m u ltip lica c ió n , d iv is ió n , 
p o te n c ia c ió n , ra d ic a c ió n  e n tre  sus  v a ria b le s , en  un 
n ú m e ro  lim ita d o  de  c o m b in a c io n e s .

S on  e je m p lo s  de  e x p re s io n e s  a lg e b ra ica s :

P (x) =  x2 +  5x -  y 

. Q (x ; y) — —————— +  Í 3  y  — 5
71

R (x; y; z ) =  3 +  5x  +  lo g2 /xyz

• T (x ; y) =  ^  +  6 
Vxy

S on  e je m p lo s  de  e x p re s io n e s  no  a lg e b ra ic a s  lla ­
m a d a s  ta m b ié n  tra sc e n d e n te s :

K (x) =  co sx  -  1 

N (x) =  xxX -  1
M (x; y; z ) =  3 +  6x  +  lo g x /xyz  
R (x) =  1 +  x  +  x 2 +  ...

Las  e x p re s io n e s  a lg e b ra ic a s  p u e d e n  s e r ra c io n a ­
les o irra c io na les .

T é rm in o  a lg e b ra ic o . Es a q u e lla  e x p re s ió n  a lg e ­
b ra ica  en  la q u e  no se  e n la za  a las v a r ia b le s  m e ­
d ia n te  la ad ic ión  y  la s u s tra cc ió n , p re se n ta  do s  p a r­
te s  q u e  son  e l c o e fic ie n te  y  la  pa rte  lite ra l o pa rte  
va ria b le .

2,7N (x: y) =  57i x y

c o e f ic ie n te - p a rte  v a r ia b le

S on  e je m p lo s  d e  té rm in o  a lg e b ra ico :
P (x) =  -  6zx; Q (x: y) =  2 0 0 0 x 2y 7

V e m o s  q u e  las e x p re s io n e s  N y  Q p re se n ta n  d i­
fe re n te s  c o e fic ie n te s  p e ro  la m ism a  p a rte  v a r ia b le  
y d ich a s  v a r ia b le s  es tá n  e le v a d a s  al m ism o  e x p o ­
nente .

E llos  se  d e n o m in a rá n  té rm in o s  s e m e ja n te s  y tie ­
ne n  c o m o  p ro p ie d a d  q u e  la su m a  de  té rm in o s  s e ­
m e ja n te s  se  red ucen  a un so lo  té rm in o  s e m e ja n te  
y  se  o b tie n e  s u m a n d o  los c o e fic ie n te s  a c o m p a ñ a ­
do  d e  la m ism a  pa rte  v a ria b le , p o r e jem p lo :

S ea n : 4 x 7y; 57ix7y; a b x 7y

=» 4 x 7y +  57ix7y  +  a b x 7y  =  (4 +  5ji +  a b )x 7y

POLINOMIO
Se d e fin e  al p o lin o m io  co m o  la e x p re s ió n  a lg e b ra i­
c a  d o n d e  los e x p o n e n te s  d e  las v a ria b le s  son  e n ­
te ro s  p o s itiv o s  y  es tá  d e fin id o  pa ra  c u a lq u ie r v a lo r 
qu e  se  dé  a sus  va ria b le s .
S on  e je m p lo s  de  po lin om ios :

M (x; y) =  5x2y  +  ( - 6 x 3y 5) +  1 
N (x) =  x 2 -  6 x 3 +  5x6 -  2

• T (x ) =  x 2 +  2 x 2 +  7x2 +  4 x 2

GRADO DE UN POLINOMIO
Es la c a ra c te rís tic a  que  d is tin g u e  a una  fa m ilia  de  
p o lin o m io s , e s te  g ra d o  se  ha lla  se g ú n  la ca n tid a d  
d e  v a ria b le s .

P o lin o m io  de un a  so la  v a ria b le . El g ra do  
e s tá  d a d o  p o r e! m a y o r e x p o n e n te  de  la v a ­
ria b le . P o r e jem p lo :
P (x) =  x4 +  3 x3 +  7 x 6 es d e  g ra d o  6;
N (z) =  x 7 +  2 z 2x  -  z 3 -  1 es  de  g ra d o  3.
(va ria b le  z )

M o n o m io s  d e  v a r ia s  v a ria b le s . El g ra d o  
o g ra d o  a b so lu to  se rá  la su m a  de  lo s  e x p o ­
ne n te s  de  to d a s  sus  v a r ia b le s  m ie n tra s  que  
su  g ra d o  con  re sp e c to  a una v a r ia b le  o g ra do  
re la tivo  se rá  el e x p o n e n te  d e  la v a r ia b le  en re ­
fe re n c ia . P o r e jem p lo :

M (x ; y ) =  7x2y 8 es d e  g ra d o  a b so lu to : 10 
re s p e c to  a x  (G R ): 2 
re s p e c to  a y  (G R ): 8

• P o lin o m io  de d o s  o m á s  té rm in o s  co n  una  
v a ria b le . El g ra d o  o g ra d o  a b so lu to  es tá  da do  
po r e l m a yo r g ra do  de  los m o n o m io s  q u e  in­
te rv ie n e n , m ie n tra s  q u e  e l g ra d o  re la tivo  (G R ) 
lo d a rá  el m a yo r e x p o n e n te  de  la v a r ia b le  en 
re fe ren c ia . P o r e jem p lo :
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P(x; y) =  7 x 2y 3 -  4 x 5y6 +  6 x 7y2 

G rado  a b so lu to  (G A): 
m a yo r {5 ; 11; 9 } =  11 
G rado  re la tivo  (G R )
G R (x ) =  m a y o r {2 ; 5: 7 } -  7
G R (y ) =  m a y o r {3; 6; 2 } =  6

R e p re s e n ta c ió n  g e n e ra l de p o lin o m io s  d e  una  
s o la  v a ria b le
P (x) =  a 0 +  a ,x  +  a 2x 2 +  a 3x 3 +  , . . . +  a nx n, d o nd e :
a 0; a y  ...: a n: c o e fic ie n te s
a n: c o e fic ie n te  p rin c ip a l, si a n A  0
a 0: té rm in o  in d e p e n d ie n te .
Si a n =  1 =■ P (x) se  llam a m óníco

C a s o s  p a rtic u la re s
n =  1: P (x) =  a 0 +  a ^  p o lin o m io  linea l, s i a A  0.
n =  2: P (x) =  a 0 +  a ,x  +  a2x 2, p o lin o m io  c u a d rá ti-

co, si a 2 A 0.
n =  3: P (x) =  a 0 +  a ,x  +  a 2x 2 +  a 3x 3, si a 3 A 0, 

p o lin o m io  cúb ico .

IGUALDADES DE POLINOMIOS
D os p o lin o m io s  son  ig u a le s  o id é n tic o s  si son  del 
m ism o  g ra d o  y p o se e n  el m ism o  v a lo r pa ra  c u a l­
q u ie r v a lo r a s ig n a d o  a su v a r ia b le  o v a r ia b le s  (que 
d e b e n  se r e q u iva le n te s ).
Es decir, al s e r Id én tico s  p re se n ta rá n  los m ism os  
c o e fic ie n te s  en té rm in o s  se m e ja n te s .
P (x) =  a0 +  a-|X +  a2x2 +  ... +  a nx n es  Igual a 

Q (x ) =  b0 +  b-,x +  b2x 2 +  ... +  b nx n o sea,

P(x) =  Q(x) => a0 =  b0 A a 1 =  b-i A a2 =  b2 A ... Aan =  bn 

P or e jem p lo :
P (x) =  x (x  +  3) +  (2 -  x )3  es  Id én tico  a 

Q (x) =  x 2 +  6; pu es  P (1 ) =  Q (1 ); 7 = 7 

R (x) =  2 x 2 -  13x +  22  es id é n tic o  a:
T (x ) =  22 -  13x +  2 x 2 ya  qu e  los c o e fic ie n te s  de 
té rm in o s  s e m e ja n te s  son igua les .

POLINOMIOS ESPECIALES
1. P o lin o m io  m ó n ic o . Es un p o lin o m io  de  una 

v a ria b le  que  tie n e  c o e fic ie n te  p rin c ip a l 1 se  le 
d e n o m in a  m ón ico .

S on  e je m p lo s  de  p o lin o m io s  m ónicos:
A (x) =  1 +  x2 +  3x; B(x) =  7 -  2x2 +  x3: C (x) =  x

2. P o lin o m io  h o m o g é n e o . Es aq ue l en ei que 
ca d a  té rm in o  tie n e  el m ism o  g ra d o  ab so lu to . 
S on  e je m p lo s  de  p o lin o m io s  ho m o gé neo s : 
A (x; y) =  6x4y 2 +  3 x y 5 -  y6, su  g ra d o  d e  h o m o ­
g e n e id a d  es  6.

3. P o lin o m io  c o m p le to . Es aq ue l p o lin o m io  que 
p re se n ta  to d o s  sus  e x p o n e n te s  d e sd e  el m a ­
y o r ha s ta  el de  té rm in o  in d e p e n d ie n te .
S on  e je m p lo s  de  p o lin o m io s  com p le tos :
A (x ) =  7 a  3x2 + x +  4 x 3 
B(x; y) =  xy2 +  xy  +  x2 es com p le to  respecto  a y. 
C (x; y) =  x 3y  +  x2y2 +  x  +  2 y 3 es  c o m p le to  
re s p e c to  a x y ta m b ié n  re s p e c to  a y.

4. P o lin o m io  o rd e n a d o . Si los e x p o n e n te s  de 
una v a r ia b le  p re se n ta n  un o rd en  ya sea  as ­
c e n d e n te  o d e sc e n d e n te  re s p e c to  a e s ta  v a ­
r ia b le  se rá  o rd en ado .
S on  e je m p lo s  d e  p o lin o m io s  o rd e n a d o s :
P(x; y) =  y fix 2 +  y4x 3 +  y 2x 5 +  x 6y es  o rd e n a d o  
d e sc e n d e n te m e n te  re s p e c to  a y m ie n tra s  que 
re s p e c to  a x  lo es  en fo rm a  asce n d e n te .

<=}'lo ia :----------------------------------------------------------------------------------------_

; • En to d o  p o lin o m io  de  do s  o m ás  té rm in o s
la su m a  de  sus  c o e fic ie n te s  se  o b tie n e

¡ e v a lu a n d o  el p o lin o m io  p a ra  x =  1. Es
| de c ir, s u m a  d e  c o e f ic ie n te s  es  P (1 ) o
| P (1 ; 1) o  P (1; 1; 1) (se gú n  la can tid a d  de
| va ria b le s ).
I • En to d o  p o lin o m io  su  té rm in o  in d e p e n ­

d ie n te  se  o b tie n e  e v a lu a n d o  d ich o  po lin o - 
I m ió  pa ra  x =  0. Es de c ir: té rm in o  in d e p e n ­

d ien te : P (0 ) o P (0; 0) o  P (0; 0; 0) (según  la 
c a n tid a d  d e  va ria b le s ).

! • A q u e l p o lin o m io  q u e  c u m p le  s im u ltá n e a ­
m e n te  con  la d e fin ic ió n  3 y  4  se  d e n o m i­
nan c o m p le to s  y o rd e n a d o s , p o r e je m p lo , 
P(x) =  x3 +  x2 +  4x -  2  es c o m p le to  y  o r­
d e n a d o  d e sc e n d e n te m e n te  m ien tras  que 
R (x) = 1  -  x  -  x2 -  x 3 -  x4 es c o m p le to  y 
o rd e n a d o  a s c e n d e n te m e n te .
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En to d o  p o lin o m io  c o m p le to  y o rd e n a d o  
e l n ú m e ro  de  té rm in o s  es su g ra d o  m ás 
uno, el p o lin o m io  P a n te r io r es  de  g ra d o  3 
v e m o s  q u e  su c a n tid a d  d e  té rm in o s  es 4 
el p o lin o m io  R es  de  c u a rto  g ra d o  y  po se e  
c inco  té rm in o s .

E jem p lo :
S ie n d o  P (x  -  1) =  x 2 +  4, h a lla r su té rm in o  in d e ­
pe n d ie n te  m á s  la su m a  de  c o e fic ie n te s . A p a re n te ­
m e n te  es te  e je m p lo  p a re ce  obv io , pu e s  se  pu ed e  
p e n s a r que  su  té rm in o  in d e p e n d ie n te  es  4 y la 
s u m a  de  c o e f ic ie n te s  es  1 +  4 =  5, pe ro ¡cu idado! 
la va riab le  es  (x -  1) lu eg o  pa ra  c a lc u la r la su m a  de 
c o e fic ie n te s  h a lle m  (1 ) pa ra  x -  1 =  1 =» x =  2 
.-. P (1 ) =  2 2 +  4 =  8, a s im is m o  el té rm in o  in d e p e n ­
d ie n te : P (0) pa ra  x -  1 =  0 => x =  1

P (0) =  12 + 4  =  5

CÁLCULO DE VALORES NUMÉRICOS Y CAMBIO 
DE VARIABLE EN POLINOMIOS

V a lo r n u m érico . El v a lo r n u m é rico  es el re su lta d o  
q u e  se  o b tie n e  al re e m p la z a r la v a r ia b le  de  un p o ­
lin o m io  po r a lg ú n  núm ero .

E jem p lo :

Si P (x) =  x b ^ 1 -  2 x b +  8; b e  IN h a lle m o s  P(2), 
lo o b te n d re m o s  cu a n d o  su v a r ia b le  sea  2 es 
d e c ir x  =  2.
P (2 ) =  2 b T , - 2 / 2 b +  8 .-. P (2 ) =  8

S i Q (x: y) =  2 x2 -  3 x y 2 +  y; h a lle m o s  Q (3 ; - 1 ) ,  
lo o b te n d re m o s  cu a n d o  la c o le cc ió n  (x; y) sea  
ig ua l a (3; - 1 ) ,  es  decir, x =  3; y  =  - 1  
Q (3 ; - 1 )  =  2 (3 )2 -  3 ( 3 ) ( - 1 ) 2 +  ( - 1 )
a . Q (3; - 1 )  =  8

CYLata¿:------------------------------------   .

I En to d o  p o lin o m io  c o n s ta n te  s ie m p re  se  ob- 
i tie n e n  el m ism o  v a lo r  n u m é rico  p a ra  cu a l- I 
¡ q u ie r v a lo r de  su  v a ria b le , es  decir, si: \

P (x) =  k => P (x0) =  k, V x0

C a m b io  de v a ria b le . C o n s is te  en  re e m p la z a r  v a ­
r ia b le s  p o r o tra s  v a r ia b le s .

E je m p lo s :
1. Si P(x) =  3x +  x2 +  6, cam b iem os  a x por (x -  1): 

=> P (x -  1) =  3(x  -  1) +  (x -  1)2 +  6
=> P (x -  1) =  3x -  3 +  x2 -  2x +  1 + 6  
A. P (x -  1) =  x2 -t- x +  4

2. SI Q (x) =  x° +  x 7 +  1, h a lle m o s  Q ( - x ) ,  c a m ­
b ia n d o  x p o r - x :
=* Q ( —x) =  (—x )5 +  ( - x ) 7 +  1 

.-. Q ( - x )  =  - x 5 -  x 7 +  1

3. Si P (b) =  4 b 2 -  8 b 3 +  4 b  -  1, h a lle m o s  P (b /2); 
c a m b ia n d o  b po r b/2:

a . P (b /2 ) =  b 2 -  b 3 +  2 b  -  1

4. Si P (x  -  1) =  x2 +  9, h a lle m o s  P (x)
Lo o b te n d re m o s  c a m b ia n d o  a x  p o r (x -  1) 
¡C u id ad o ! no ig ua le  así: x  =  x  -  1 pu e s  lo 
p u e d e  c o n fu n d ir  y  lle g a rá  en a lg u n o s  c a so s  a 
o b te n e r ab su rdo s.
P ara  re a liz a r c o rre c ta m e n te  el ca m b io  de  v a ­
r ia b le  v e a m o s  dos fo rm as :

La v a r ia b le  que  se  d e se a  c a m b ia r (en es te  
ca so  x -  1) se  fo rm a  en e l s e g u n d o  m ie m ­
bro  m e d ia n te  un a rtific io .
As í: P (x  -  1) =  (x -  1 +  1)2 +  9 re a liza n d o  
el ca m b io : (x -  1) p o r x  o b te n d re m o s :
P (x) =  (x +  1)2 +  9 
=» P (x) =  x2 +  2x  +  1 + 9  
A. P (x) =  x2 +  2x + 10

La v a r ia b le  qu e  se  de se a  cam b ia r, es  d e ­
cir, (x -  1) se  ig u a la  a una le tra  (d is tin ta  
de  x) lle va m o s  to d o  a es ta  nu eva  le tra , es 
de c ir: x -  1 =  b =* x =  b +  1 re e m p la z a n d o  
o b te n d re m o s  P (b ) =  (b +  1 )2 +  9 o p e ra n d o  
P (b ) =  b2 +  2b  +  1 +  9 

P (b) =  b2 +  2b +  10
a . P (x) =  x2 +  2x +  10

CV L o t a / : - - - ------------------   .
i A l re a liz a r un ca m b io  de  v a r ia b le  en el p o lin o - ;
I m ió  su g ra do ; té rm in o  in d e p e n d ie n te ; c o e fi-  ;
; c ie n te s  no se  a lte ra n . Es de c ir, o b te n d re m o s  ;
; p o lin o m io s  e q u iva le n te s .

http://tomaellibroquedeseasydescargalo.blogspot.com/
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E je m p lo s :
1. P (x) =  3x4 al re e m p la z a r x p o r z: P (z) =  3 z4 o

reem p lazando  x po r (x -  1): P(x -  1) =  3(x  -  1 )4
o re e m p la z a n d o  x po r x6: P (x6) =  3(x°)4: to dos  
e llos  p o se e n  el m ism o  g ra d o  4: c o e fic ie n te  
p rin c ip a l 3. es  decir, he m o s  o b te n id o  p o lin o ­
m ios  e q u iva le n te s ,

2, Si: P (x) =  2x  +  6 A Q (x  +  1) =  2x  +  8 
ve m o s  q u e  Q (x  +  1) =  2 (x  +  1) +  6
En e s te  ca so  P (x) y  Q (x) son  e q u iva le n te s  
se g ú n  la no ta  an te rio r. S ería  e rró n e o  p la n te a r 
q ue  P (x) es  Id én tico  a Q (x  +  1) pu es  p o se en  
d ife re n te s  v a ria b le s .

EJERCICIOS RESUELTOS

1, El g ra do  de l s ig u ie n te  m o n o m io  es 8:

3 x 6 9 x 4 3/ x m f  2 x ^  

h a lla r el v a lo r de  m.

R esolución:
E lim in a n d o  rad ica le s :

(3 x 6)5/ 9 ( X4/5)x m/15(30/2  x )m/3°

R e d u c ie n d o  p o te n c ia s  de  igua l base:
_ 4 m m

3 l 30J 2 x  5 + 15 + 3ü

D e a c u e rd o  a l e n u n c ia d o  de l p ro b le m a , la ex ­
p re s ión  es de  g ra d o  8, es dec ir:

6 +  — +  —  +  —  
5 15 30

m =  12

S i : f ( x ) = ^

de: f[f(x )]. 

R esolución:

P or d a to : f(x ) =

, x  =é 1, c  i= - 1 ;  h a lla r el v a lo r

1

X +  c
X -  1

+  c

X  -  1

E fe ctu an do  op e ra c io n e s  y  reduc iendo :

x (c  +  1l 
f[f(x )] =      =  x(c + 1)

3. H a lla r m, p y  b pa ra  q u e  e l po lin om io :
P (x ) =  5 x m -  13 -  15 x n' r  - 15 +  7 x í> - p - i 6
s e a  c o m p le to  y  o rd e n a d o  en fo rm a  d e s c e n ­
d en te .

R esolución:
C o m o  el p o lin o m io  es tá  o rd e n a d o  en fo rm a  
d e sc e n d e n te  los e x p o n e n te s  van  d ism in u y e n ­
do  d e sd e  el p rim e ro  ha s ta  eí te rce ro . A d e m á s  
es c o m p le to , e n to n ce s  e l m e n o r e x p o n e n te  
q u e  e s  igua l a ce ro  (p o r s e r té rm in o  in d e ­
p e n d ie n te ) c o rre s p o n d e  al te rce ro , el a n te rio r 
igua l a 1 y e l p rim e ro  ig ua l 2, así:

b - p  +  16 =  0 . . . ( 1 )
m  -  p +  15 =  1 . . . ( 2 )

m - 1 8 = 2 = > m = 2 0  
En (2): 2 0  -  p +  15 =  1 => p = 3 4  
En (1): b - 3 4 +  16 =  0 = s b  = 1 8

4. S i: f(x  +  1) =  3x +  7; ha lla r: f(x  -  2)

R esolución:
f(x  +  1) =  3x  +  7 

| +3; + 4  ]

Lu eg o : f(x  -  2) =  3(x  -  2 ) +  4 =  3x -  6 +  4
f(x  -  2) =  3x -  2

5. H a lla r m /n  si el po lin om io :

P (x; y) =  3 x my n(2 x 2m 1 1 +  7 y 6n + 1) es  h o m o ­
g é ne o .

R esolución:
E fe c tu a n d o  o p e ra c io n e s :

P(x; y) =  6 x 3m 4 1y n + 2 1 x :>l y 7n T 1

t, t2

C o m o  es  h o m o g é n e o , se  cum p le :
G A(t-i) =  G A (t2) => 3m  + 1 +  n =  m +  7n  +  1 

3m  -  m =  7n  -  n => 2m  =  6n
m _  6 . m  o
n _  2 ' n

H a lla r la sum a  d e  c o e fic ie n te s  de l s ig u ie n te  
po lin o m io :

4  b Ca+t) i -  o ~ K2
P(x; y) =  ax +  bx y '2 +  — x 3 y^3 +  —-  ybd 

b a
si es  ho m o gé neo .
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R esolución:
S i es h o m o g é n e o , se  cum p le : 
G A (t,)  =  GA(12) =  G A (t3) =  G A (t4)

a b =  bia a " b +  12 :

(a ) (p)

H ac ien do : (a ) =  (<t>) 

a b =  ba =■ a =  ba'b 
H ac ien do : (p ) =  (y)

16 =>

3 +  13 =  ba 

(y ) ( «

. . .  (P )

Á '¡aTb 12  :
..(a -  b)/b .

ab
a .(0 )

S u s titu y e n d o  (p) en (9) se  ob tiene :
„a /b  . a/b

i  = 4  =  2
b d'b l b /

de  aquí: a /b  =  2 =» a =  2b 
R e e m p la z a n d o  (e) en (p) 

(2b ) =  (b )21 2b  =  b2

( e )

b =  2
En (e): a =  2 (2 ) =  4
La sum a  de  c o e fic ie n te s  de l p o lin o m io  es:
a +  b +  a /b  +  b2/a  =  4  +  2 +  4 /2  +  4 /4  

=  6 +  2 +  1 = 9

7. S i la e xp re s ión :

P (x :y :z ) — X2y " 4 JJy3z 3x 3v 132 + x3z 3y 3x ' 32 +  X3y 3z 3x + 3y 

es h o m o g é n e a , ha lla r su g ra do  ab so lu to . 

R esolución:
S i es h o m o g é n e a , los g ra d o s  a b so lu to s  de 
c a d a  té rm in o  d e b e n  s e r igua les , es  de c ir:

3 +  3 +  3y +  3z 3 +  3 +  3x +  3z
x  +  y  + z  4 3 x  +  y  +  z  +  3

3 +  3 +  3x +  3y 
x +  y +  z  +  3

=  G A (P )

U sa nd o  la p ro p ie d a d  d e  se rle  de  ra zo n e s  
igua les :
3 +  3 + 3y +  3z +- 3 +  3 +  3x +  3z +  3  +  3 +  3x +  3y

x + y + z + 3 + x + y + z + 3 + x + y + z + 3

6 (3  +  x +  y +  z ! 
3 (x  +  y  +  z  +  3 )

G A (P )

=  G A (P ) .-. G A (P ) =  2

S i: P (x  — 1) =  2x +  1 A P [Q (x)¡ =  2x  -  1 
ha lla r: Q (x  +  1)

R esolución:
P(x -  1) =  2x  +  1 

[ :<2 ; + 3  t

C o m o  P [Q (x)¡ =  2x -  1, 2 Q (x ) +  3 =  2x  -  1

Q (x ) =  =* Q (x) =  x -  2

=> Q (x  +  1) =  (x +  1) -  2 
.-. Q (x  +  1) =  x -  1

j” EJERCICIOS PROPUESTOS |

1. S i f(x ) =  x 41 +  5 1 2 x 32 +  3; ha lla r: f ( —2)

a ) 1
d ) 4

b) 2 
e ) 5

c) 3

2. S i: f(x ) =  x "  +  2 4 3 x 94 +  2x +  6; ha lla r: f ( - 3 )

c) 38 )1  
d ) 4

b) 0 
e ) 5

3. Si: P (x 3 +  5) =  x6 +  x 3 +  7: ca lcu la r: P (7)

a ) 10 b ) 11 c) 12
d ) 13 e ) 14

4. S i: P (x 5 + 2 )  =  x 10 +  x 5 a 3: ha lla r: P (3)

a ) 10 b ) 21 c) 3
d ) 5 e ) 512

5. A  p a r t ir  d e : P (3 x  +  1) =  1 5 x  — 4; h a lla r : 
P (2x  +  3)

a ) 10x +  1 
d ) 10x -  6

b) 10x +  3 
e ) 10x +  6

c) 10x -  5

6. S i: F (x  +  4 ) =  2x +  3: ha lla r: F (3x  +  1)

a ) 2x  +  1 b) 3x -  1 c) 6x -  3
d ) 6 x  +  2 e ) 6x +  3

(x n ' 2i3x n f4  
7. Sí:    es  de  6.° g ra do ; ha lla r: n

(x nf
8 )1  
d) 4

b) 2
e ) 5

c) 3

( x m +2)4 (x rnr 3 
S i     —  es ae  4 ' g rado ; ha lla r; m

( x 3 )2
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a) 1 
d ) 4

b) 2 
e ) 5

* c )  3

9. El g ra d o  d e  M (x )N (x )  es 10 y e l g ra d o  de 
M (x )N 3(x ) es 16. C a lc u la r el g ra d o  de:
M 3(x ) -  N 2(x)

a) 7 b) 5 c) 6
d ) 21 e ) 12

10. E l g ra d o  d e  M (x )N (x )  es  7 y  e l g ra d o  de  
M(x) a  N(x) es 3. C alcular el grado de: M(x) -  N(x)

a) 1 
d) 5

b ) 2 
e) 7

1 1 .

12 .

Si se cum p le : 6 x 2 -  10x(a 
ca lcu la r: a +  b

a) 10 
d ) 15

SI se  cum p le : x2 
lar: a -  b

a) - 3  
d) - 7

b) 12 
e ) 17

c) 3

x) ee b x2 +  10x. 

c) 13

- 2x (a  -  x) =  b x2 +  8x, ca lcu -

b) - 4  
e ) - 1

c) - 5

13. H a lla r m  -  n - 
P (x) — x m ~ 10

p, si se  sa b e  que  e l po lin om io :
x m -  n + 15 +  x p -  n + 6 0S  o o m _

p le to  y  o rd e n a d o  en  fo rm a  d e sc e n d e n te .

a) 2 b) 4 c) 6
d) 8 e ) 10

14. H a lla r a +  b +  c, si se  sa b e  que  e l po lin o m io :

P(x) +  x “ es  c o m p le to  y
o rd e n a d o  en  fo rm a  de sce n d e n te .

a) 1
d ) 5

b) 2 
e ) 7

c) 3

15. H a lla r m +  n -  p, en:
(m  -  n -  2 )x4 +  (m  +  n ~  5 )x2 +  (p -  1) s  0

a) 1 
d) 4

b) 2 
e) 5

n2), en:

19.

n -  2 )xy
16. H a lla r: (m 2 

(m  +  n -  3 )x2y +  (m

a) 2 b) 4
d) 8 e ) 10

17. Si el po lin om io :

P (x; y: z) =  xab + x 7 y ba +  x2Qz 12

c) 3

= 0 

c) 6

es  h o m o g é n e o , ca lcu la r: (a 

a ) 1 b) 3

b )2

c) 9
d) 16 e) 25

S a b ie n d o  q u e  e l po lin o m io :
P (x) =  (ax  +  b )(x  -  1) +  c (x 2 +  x  +  1) es  Idén­
tico  a: Q (x) =  2 x 2 +  5x  -  1, ca lcu la r: a +  b -  c

a) 1 b ) - 1  c) 0
d ) 2 e ) 3

C a lcu la r: m  +  n +  p, si 
P (x; y) =  5xm ‘ 2 
es h o m o g é n e o  de  g ra d o  7

a) 5 b) 7
d ) 15 e) 18

x m + ’ y 2 +  x2pyq - 1y5

c) 8

20. S i: P (x +  3) =  5x +  7
P [Q (x ) -  3] =  15x +  2, ca lcu la r: P [Q (1 )]

a) 32 b) 35 c) 37
d) 81 e) 120

1. c 5. e 9. b 13. c 17. c
2. b 6. c 10. d 14. d 18. a
3. d 7. d 11. d 15. d 19. b
4. d 8. b 12. d 16. c 20. a



PRODUCTOS NOTABLES

POLINOMIO PRODUCTO
A  p a rtir  de  la m u ltip lica c ió n  a lg e b ra ica  A (x )B (x ) d e ­
fin im o s  el p ro d u c to  co m o  el re s u lta d o  de  la m u l­
tip lica c ió n  a lg e b ra ica , es decir, s ie n d o  A (x ) y B (x) 
e x p re s io n e s  a lg e b ra ica s  o b te n d re m o s :

C (x ) do nd e : A (x )B (x )  =  C (x)

Si A (x ) y  B (x) so n  p o lin o m io s  C (x) se  d e n o m in a rá  
p o lin o m io  p ro d u c to  c u m p lié n d o s e  que:

G [C (x )] =  G [A (x )] +  G [B (x )]

P ara  el c á lc u lo  de l p ro d u c to  us a re m o s  la ley c o n ­
m u ta tiva  y d is tr ib u tiv a  de  los rea les :

ab  =  ba; a (b  +  c) =  ab +  ac
E jem plo :
M u ltip lica r:

A (x ; y) =  2 x 2y  +  3y: B(x; y ) =  5x +  2 x4y2 
O b te n d re m o s :

A (x; y )B (x ; y) =  (2 x2y -  3 y )(5x  +  2 x4y2)

=  10x3y +  4 x6y3 +  15xy  +  6x4y3 
P (x) =  (x2 -  x +  1): Q (x) =  x 3 +  4 
O b te n d re m o s :

P (x )Q (x ) =  (x -  x  +  1 )(x3 +  4)

P (x )Q (x ) =  x 5 +  4 x 2 -  x4 -  4x  +  x 3 +  4 

T e o rem a
Si e l g ra d o  d e  P (x) es  a  con  (a  >  1), el g ra d o  de  
P n(x) se rá  n a  con  n e  IN, n >  1

P ru eb a:
P or s e r  n 6  IN y  n >  1, P n(x) es tá  d e fin id a  c o m o  el 
p ro d u c to  Pn(x) =  P (x )P (x )P (x ) ... P (x)

n v e ce s

lu eg o  el g ra d o  de  P (x ) se rá  la sum a  de  los g ra d o s  
de  los p o lin o m io s  ig ua les  a P (x), es dec ir:

G P n(x) =  G [P(x)] +  G [P (x)] + G [P (x)] +  ... +  G [P(x)]

. G [P n(x)] =  n G [P (x )]

E je m p lo :

Siendo P(x) =  (x3 +  2)3: Q(x) =  (x4 -  1 )5 y R(x) = (x7 -  2 f  
ha llar el grado de P (x)Q (x) +  Q (x)R (x)

Resolución:
R e c o rd e m o s  q u e  el g ra do  de  la su m a  es ta rá  da do  
p o r el g ra d o  de l m a yo r su m a n d o , e n to n ce s  h a lle ­
m os:

G ra d o  de  P (x )Q (x )
=  G [P (x )] +  G [Q (x)] =  2 x 3 +  4 x  5 =  26 
G rado  de  Q (x )R (x )
=  G [Q (x )] +  G [R (x ) j =  4 x 5  +  7 x 2  =  34 

L u e g o  el g ra d o  de la su m a  in d ic a d a  se rá  34.

PRODUCTO NOTABLE
Es el p ro d u c to  q u e  al a d o p ta r c ie rta  fo rm a  p a rtic u ­
lar, ev ita  q u e  se  e fe c tú e  la o p e ra c ió n  de  m u ltip li­
cac ión  e s c rib ie n d o  d ire c ta m e n te  e l resu ltad o . Los 
p r in c ip a le s  p ro d u c to s  n o ta b le s  son:

• T r in o m io  c u a d ra d o  p e rfe c to . El d e sa rro llo  
de  un b in o m io  al c u a d ra d o  nos  da  e l c u a d ra ­
do  de l p rim e r té rm in o , m ás  el d o b le  de l p rim e r 
té rm in o  po r el s e g u n d o  té rm in o , m ás  el c u a ­
d ra d o  de l s e g u n d o  té rm in o .

(a +  b )2 =  a2 +  2 a b  +  b2 

(a -  b )2 =  a 2 -  2a b  +  b2

C o n s e c u e n c ia s :
a 2 +  2a +  1 =  (a +  1)2 

• a 2 -  2a +  1 =  (a -  1 f  
a 2 +  b2 =  (a +  b )2 -  2ab 
a 2 +  b2 =  (a -  b )2 +  2ab 

Id e n tid a d e s  de L e g e n d re  

(a +  b )2 +  (a -  b )2 =  2 (a 2 +  b2)

(a +  b )2 -  (a -  b )2 =  4a b

(a +  b )4 -  (a -  b )4 =  8 a b (a 2 +  b2)

Id e n tid a d  d e  L a g ra n g e

(ax  +  by )2 +  (ay  -  b x )2 =  (a2 +  b2)(x2 +  y 2)
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D ife re n c ia  de c u a d ra d o s . El p ro d u c to  de  dos 
b in o m io s  uno  q u e  p re se n ta  la su m a  de  2 e x ­
p re s io n e s  y  el o tro  la d ife re n c ia  de  las m ism as  
e x p re s io n e s  es  el cu a d ra d o  de  la p rim e ra , m e ­
nos el cu a d ra d o  de  la segu nd a .

(a +  b)(a  -  b) =  a 2 -  b 2 

(a m +  b n)(am -  b n) =  a 2m -  b 2n

C o n s e c u e n c ia s :
• x -  y =  ( I x  +  / y ) ( / x  -  / y ) :  x e IR +; y e I R + 

(a -  b)(a +  b)(a2 +  b2)(a4 +  b4) (a 2n +  h 2")...
nfl + 1 ofl + 1

=  a 2 -  b 2

D e s a rro llo  de un tr in o m io  al c u a d ra d o . Al
d e s a rro lla r un tr in o m io  al c u a d ra d o  se  o b tie n e  
la sum a de  los c u a d ra d o s  d e  los tre s  té rm in o s , 
m ás el d o b le  de  la sum a  de  los p ro d u c to s  to ­
m a do s  de  do s  en do s  (p ro d u c to s  b ina rios ).

(a +  b +  c)2 =  a2 +  b2 +  c2 +  2(ab +  ac +  be)

C o n s e c u e n c ia :
(ab  +  ac  +  be )2 =  (ab )2 +  (a c )2 +  (be )2 + 

2abc(a  +  b +  c)

M u ltip lic a c ió n  d e  b in o m io s  con un té rm in o  
en c o m ú n . A l m u ltip lica r do s  b in o m io s  con
un té rm in o  en  co m ú n  se ob tie n e : e l co m ú n  al 
cuad rad o , m ás  el p ro d u c to  d e  la su m a  de  no 
c o m u n e s  p o r e l com ú n , m ás e l p ro d u c to  de  no 
co m u n e s , es decir:

(x +  a )(x  +  b) =  x2 +  (a +  b )x  +  ab

C o n s e c u e n c ia s :
(x +  a )(x  -  b) =  x2 +  (a -  b )x  -  ab

(x -  a )(x  -  b ) =  x 2 -  (a +  b)x  +  ab

• (xm +  a )(x m + b) =  x2!TI + (a +  b )xnl +  ab

D e s a rro llo  d e  un b in o m io  al c u b o . A l d e ­
s a r ro l la r  un b in o m io  ai c u b o  se  o b tie n e : el 
c u b o  de l p r im e r té rm in o , m á s  e l p ro d u c to  
de l t r ip le  d e l p r im e ro  al c u a d ra d o  p o r e l s e ­
g u n d o , m á s  e l p ro d u c to  de l tr ip le  d e l p r im e ro

p o r e l s e g u n d o  al c u a d ra d o , m á s  el c u b o  de l 
s e g u n d o  té rm in o .

(a +  b)3 =  a 3 +  3 a 2b +  3 a b 2 +  b3

(a - b ) 3 =  a 3 -  3 a 2b +  3 a b 2 -  b3

C o n s e c u e n c ia s :

(a +  b )3 =  a 3 +  b 3 +  3 a b (a  +  b)
(a -  b )3 =  a 3 -  b 3 -  3 a b (a  -  b)

• (a +  b )3 +  (a -  b )3 =  2 a (a 2 +  3 b 2)
• (a +  b )3 -  (a -  b )3 = 2 b (3 a 2 +  b 2)

S u m a  y d ife re n c ia  de c u b o s

(a -  b )(a2 +  ab  +  b2) =  a 3 +  b3 

(a -  b )(a 2 +  ab  +  b2) =  a 3 -  b3

PROPIEDADES AUXILIARES

D e s a rro llo  de un tr in o m io  al cu b o
(a +  b +  c )3 =  a 3 +  b 3 +  c 3 +

3(a  +  b )(b  +  c) (c  +  a) 
(a +  b +  c )3 =  a 3 +  b 3 +  c 3 +

3(a  +  b +  c )(a b  +  be +  ca ) -  3abc

P ro d u c to  d e  m u ltip lic a r  b in o m io s  co n  un 
té rm in o  co m ú n
(x +  a )(x  +  b)(x  +  c) =  x 3 +  (a +  b +  c )x 2 +

(ab  +  be +  ca )x  +  abe 
(x  -  a )(x  -  b )(x  -  c) =  x3 -  (a +  b +  c )x2 +

(ab +  be -i- ca )x  +  abe

Id e n tid a d  tr in ó m ic a  (A rg a n ’d)
(X 2 +  x +  1 )(x2 -  X +  1) =  X4 +  x2 +  1 
(x2 +  xy  +  y2)(x2 -  xy  +  y2) =  x4 +  x 2y2 +  y4 

En ge ne ra l:
(x2m +  x my n +  y2n)(x2m -  x my n +  y 2n) =

X4m _|_ x 2my 2n - f  y 4n

Id en tid ad es  ad ic io na les  (identidad  de G auss)
a 3 +  b 3 +  c 3 -  3 a b c  =

(a +  b +  c )(a 2 +  b2 +  c2 -  ab  -  be -  ca)
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( a  +  b ) ( b  +  c ) ( c  +  a )  +  a b e  =

( a  +  b +  c ) ( a b  +  b e  +  c a )  

.  x 4 +  4  =  ( x 2 +  2 x  +  2 ) ( x 2 -  2 x  +  2 )

• Ig u a ld a d e s  c o n d ic io n a le s
Si: a +  b  +  c  =  0  

S e  ve rifica n :
a 2 +  b 2 +  c 2 =  - 2 ( a b  +  b e  +  a c )

( a b  A  b e  a  c a ) 2 =  ( a b ) 2 +  ( b e ) 2 +  ( c a ) 2

• a 3 a  b 3 a  c 3 =  3a bc
•  ( a 2 +  b 2 +  c 2 )2 =  2 ( a 4 +  b 4 +  c 4 )

/  a 2 +  b 2 +  c 2 a 3 +  b 3 +  c 3 \ a 5 +  b 5 +  c 5

I a 2 +  b 2 +  c 2 j |  a 5 +  b 5 +  c 5 \ a 7 +  b 7 +  c 7

1 EJERCICIOS RESUELTOS

1. H a lla r el e q u iv a le n te  de  la exp re s ió n :
1 +  x ( x  +  1 ) ( x  +  2 ) ( x  a  3 )

R esolución:
E fe c tu a n d o  los p ro d u c to s  c o n v e n ie n te m e n te :
1 a x ( x  A  1)(x +  2 )(x  +  3)

f t t t

1 +  ( x 2 +  3 x ) ( x 2 +  3 x  +  2)

R e a liz a n d o  el ca m b io  de  v a ria b le :
x2 +  3x  =  k
Luego : 1 +  k(K +  2 )  =  1 +  k2 +  2 k  =  (k +  1 f  
R e e m p la z a n d o  en : (k +  1)2 
(x2 +  3x  +  1)2

2 .  R ed uc ir: ( x  +  y +  z ) 3 +  2 ( x 3 +  y 3 +  z 3 ) -
3 ( x  +  y +  z ) ( x 2 a  y2 +  z 2 )

R esolución:
D e s a rro lla n d o  p o r p ro d u c to s  n o ta b le s  y  s im ­
p lifica n d o  té rm in o s  se m e ja n te s :
3 x 3 +  3 y 3 +  3 z 3 +  3 x 2y  A  3 x z z +  3 y 2x  +  3 y 2z  +  

3 z 2x  a  3 z 2y  +  6 x y z  -  3 x 3 -  3 y 3 -  3 z 3 -  3 x y 2 -  

3 x z 2 -  3 y x 2 -  3 y z 2 -  3 z x 2 -  3 z y 2 =  6 x y z

9
3 .  S a b ie n d o  q u e  —  a  —  = 7 ,  h a lla r el v a lo r de

x 9 a

la e x p re s ió n : 4 ~  +  
v x 9

R esolución:
H a c ie n d o  el ca m b io  de  va ria b le :

A  =  k  =  1  A k A -  =  7
x 9 a  k  k

A d e m á s : k +  1/k +  2 =  7 + 2

ik  a =  9 => / k + - 1  =  3 . . . (1 )ik ik
S e  p ide : E =  4ik  +  4J J

Ik

E le va n d o  al c u a d ra d o : E 2 =  ¡ i k A  - L  A  2
l  Vk

P ero  de  (1): E 2 =  (3 A  2) => E =  Í5

E v a lu a r la s ig u ie n te  e x p re s ió n :
(x -  3 y )2 -  4 y (2 y  -  x) A  8 
S i s a b e m o s  que: (x -  y) =  8 

R esolución:
L la m a n d o  E a la e x p re s ió n  d a d a  y  e fe c tu a n d o  
o p e ra c io n e s :
E =  x 2 -  6xy  a  9 y 2 -  8 y 2 A  4 x y  a  8
E =  x 2 -  2xy  a  y2 A  8
E =  ( x  -  y ) 2 A  8
P ero  p o r cond ic ión : (x -  y) =  8
R e e m p la z a n d o : E =  8 2 A  8 =  72

H a lla r el v a lo r q u e  a s u m e  la exp re s ió n : 
x 2 a  y 2 x a  2y  2y

U
xy 2x  x a  3y

s i:  — A  — =  • 4
x  y  x  a  y  

R esolución:
H a lla n d o  la re la c ió n  e n tre  x e y de  la c o n d ic ió n  
de l p ro b le m a , se  tiene :
1 , 1 _  4 ^  (y + x > _ 4___
X y  x A y  15 x y  ( x a  y )

(x A  y )2 =  4 x y  =» (x A  y)2 -  4 x y  =  0 
x 2 -  2 x y  A  y2 =  0 =» (x -  y )2 =■- 0
F in a lm e n te : x ~ y  =  0 => x  =  y
R e e m p la z a n d o  en la e x p re s ió n  cuyo  v a lo r se 
p ide , se  tiene :
U =  x2 +  x 2 +  _x a  2x  2x

x (x )  2x  x a  3x

U = 2 a ~ a  — =  4  2 2
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6. S im p lif ic a r la exp re s ió n :

E =

2v  z 
gx2

2 v 2y 2 +  g x 2

g*

s a b ie n d o  que: y  -  z  =  R 

R esolución:
T ra b a ja n d o  con  el rad icand o :

[ " e j e r c ic io s  p r o p u e s t o s ' " ]

1. E fectuar:

a ) - 1 4  
d ) - 2 0

2. R educ ir:
(x  +  3 )2 -  (:

a ) - 4  
d ) - 1

3. E fectuar:
4 x 2 -  (2x +  1)2 -  4 (x  +  1)2 +  (2x  +  3 )2

a) 1 b) 2 c) 3
d ) 4  e ) 5

4. R educ ir: x2 -  (3x  +  1 )(3x  +  2) +  2 (2 x  +  1 f

a) - 2 x  b) - x  c) 0
d ) x  e ) 2x

5. E fe c tu ar:
(x +  1)(x  -  2 )(x  +  3 )(x  -  4 ) -  (x2 -  x -  7 )2

( x  + 3 )2 + ( x  -  3)2 -
i c r l b I

( x  -  4 ) ( x  -  5) a) 6 b) 8

b) - 1 6  c) —18 d) 12 e) 1 4

e) -22
1 1 .  Si: -  +  -  = 4

x  y x  + y

)2 +  ( x  +  4 ) 2 -  ( x  +  5)2 calcular: R
2 2

x yb) - 3  c) - 2
e) 0 a) 1 b) 2

d) 4 e) 5

a) - 2 5  
d ) 25

b) -  1 
6 )1

c) 49

6. R educ ir:
(x2 +  8x  +  11)2 -  (x +  1 )(x  +  3 )(x  +  5 )(x  +  7)

a ) 2 b) 4 c) 8
d ) 16 e ) 20

7. R ed uc ir: (a +  b +  5 c )2 +  (a +  b +  4 c )2 -
2 (a  +  b +  c )(a  +  b +  8c)

a ) c2 
d ) 2 5 c 2

b) 4 c 2 
e) 16c2

c) 9c

8. E fe c tu a r: (a +  3b +  c )2 +  (a +  2b  +  c)2 -
2 (a  +  b +  c )(a  +  4b  +  c)

a ) 5 a 2 b) 5 b 2 c) 5c2
d) 3 a 2 e ) 4 a 2

9. S i: a +  b +  c =  0; reduc ir:
(2a  +  b +  c )3 +  (a +  2b  +  c )3 +  (a +  b +  2 c )3

a) - 3  b) 3a b c  c) - 3 a b c
d) 3 e ) 0

10. S i: a +  2 b  +  3c  =  0; reduc ir:

/ a +  2b  \2 a +  3c  \2 +  / 2b  +  3 c \2

c) 10

2x

c) 3

12. S i: (x +  y )2 =  4xy

ca lcu la r: P =

a) 1
d ) 4

x 2 +  y 2 x +  3y
xy

b) 2 
e ) 5

2x

c) 3

13. S im p lifica r:

(a  +  b ) (a 3 -  b 3) +  (a  -  b ) (a 3 +  b 3 )
R =

2 a 4 - 2 b 4
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a) O 
d ) 3

14. S im p lifica r:

a) 1
d) 4

b) 1 
e ) 4

(x + y)2 -  (x -  y)2
xy

b) 2
e) 5

c )2

15. Si
. x  +  y  +  x y  x +  y  +  4

xy x +  y

i 1 1ca lcu la r: P =  x y  +  - b
\ x  y

a) 1 
d) 4

16. S i: Á  +  .y

b) 2 
e ) 5

Y x 

ca lcu la r: R =  x 3y 3

a) 1 
d) 4

b ) 2
e ) 5

17. S i: a =  Í 2  +  1 A b =  ¡2  -  1 
ca lcu la r: P =  a 2 +  b2 +  3ab

a) 2 
d ) 7

b) 3 
e) 9

c) 3

c) 3

c) 3

c) 5

18. S i: x -  1 =  Á 2 a  y +  1 = 3¡2  
ca lcu la r: R =  x 3 +  3xy  +  3 x y 2 +  y 3

a) 2 b) 4  c) 8
d ) 16 e ) 32

19. S i: x  +  y  +  z  =  O 
i x +  y

ha lla r: P =

a) 1
d ) 9

J L _  +  _ x _
x +  z  y + z

b) 3 
e ) 12

c) 6

20 . S i: a +  b +  c =  O
c a lc u la r: P =  (a +  b )(a  +  c )(b  +  c) +  abe +  5

a) 1 b) 2 c) 3
d ) 4 e ) 5

21 . C a lcu la r:
P =  (1 -  x)(1 +  X +  x2)(1 +  x)(1 -  X +  X 2) +

(X 6 +  1)

a ) 1 b) 2 c) 3
d ) 4  e ) 5

22. C a lcu la r: P =  16V(3 ) (5 )(1 7 )(2 5 7 ) +  1

c) 3a) 1 
d ) 4

b ) 2 
e ) 5

23 . S¡! 9 +  b +  c  — O
(3a  +  b)3 +  (3 b  +  c )3 +  (3 c  +  a )3

c a lc u la r: R ¡

a) 1
d ) 4

24. S i: a +  b +  c  =  O 

ca lcu la r: P =

(3 a  +  b )(3 b  +  c )(3 c  +  a )

b ) 2 c) 3
e) 5

(a  +  b )(a  +  c )(b  +  c )

a) -1
d) - 5

b) - 2  
e ) 3

c) - 3

25. SI: x4 -  y4 =  6 A x 2 -  y2 =  3 
ha lla r: R =  (x  +  y )2 +  (x -  y )2

a) 1 
d ) 4

b ) 2 
e ) 5

c) 3

ID 1. c 6. d 11. d 16. b 21. b
Lü 2. a 7. d 12. d 17. e 22. b

< 3. d 8. b 13. b 18. d 23. c
J 4. b 9. b 14. d 19. d 24. cu 5. a 10. e 15. b 20. e 25. d



DIVISIÓN DE POLINOMIOS

¡D E N U D A D  FUNDAMENTAL DE LA DIVISION
S ea n  D (x), d (x ) do s  p o lin o m io s  no c o n s ta n te s . A l 
e fe c tu a r D (x) +  d (x ) se  o b tie n e n  do s  ún icos  p o lin o ­
m ios  q (x ) y  R (x) ta le s  que:

D (x) =  d (x ) q (x ) +  R (x) ... (I)

D onde:

D (x)
d (x )
q(x)
R (x)

p o lin o m io  d iv id e n d o  
p o iln o m io  d iv iso r 
p o lin o m io  c o c ie n te  
p o lin o m io  re s id u o  o resto.

A d e m á s:
R (x) e C = .  G [R ] <  G [d ]
Si en (I): R (x) =  0 se  d ice  q u e  la d iv is ió n  es 
exac ta , lu e g o  se  te nd ría :

D (x) =  d (x ) q (x ) D(x)
d (x )

=  q (x )

S i en (I): R (x) =  0 se  d ice  q u e  la d iv is ió n  es 
in e xa c ta , d e  aqu í:

D (x) =  d (x ) q (x ) +  R (x)

D (x).
d (x ) q(x)

R(x)
d ( x )

E je m p lo :
D e ¡a s ig u ie n te  id en tida d : 
x3 +  2 =  (x -  1 )(x2 +  x +  1) +  3 

S e  p o d ría  a firm a r:

D (x) =  x 3 + ;  
d (x ) =  x  -  1

3 1

! |  G [D ] G [d ]

q (x ) =  x2 +  x  +  1 
R (x) =  3

j  G [R ] <  G [d ] 

0 1

T e o rem a s
• G [q ] =  G [D ] -  G [d]
• G [R ]máx =  G [d ] -  1

E jem p lo :
En la s ig u ie n te  d iv is ió n : ■

2 x  -  x  +  6 x 3 
5 x 4 +  x +  (

G [D ] =  8 
G [d ] =  4

Lu eg o , G [q ] =  8 - 4  =  4

G [R ]„ = 4 - 1  = 3

C rite r io  g e n e ra l para  d iv id ir. Los p o lin o m io s  d iv i­
d e n d o  y  d iv is o r d e b e rá n  de  e n co n tra rse  c o m p le to s  
(ca so  c o n tra r io  se  re p re s e n ta rá  con  ce ros  a los 
té rm in o s  q u e  fa lta n  y p o r lo g e n e ra l o rd e n a rlo s  en 
fo rm a  d e sc e n d e n te .

E je m p lo :
El po lin o m io : P (x) =  3x  -  5 x 3 +  x6 -  8 es  e q u iv a ­
le n te  a: P (x) =  x6 +  Ox6 +  Ox4 -  5x3 +  Ox2 +  3x  -  8 
y  d ire m o s  q u e  p re se n ta  a to d o s  sus  té rm in o s

MÉTODOS PARA DIVIDIR

M é to d o  d e  H orner. E s e l m á s  g e n e ra i y se  u tiliza  
pa ra  d iv id ir  p o lin o m io s  de  c u a lq u ie r g rado

E s q u e m a

c o e fic ie n te s  de l R (x)

U b ic a r la línea  d iv iso ria  c o n ta n d o  en el esq u e m a , 
d e  d e re c h a  a izq u ie rd a  ta n ta s  c o lu m n a s  c o m o  el 
g ra d o  de l d iv iso r.

E je m p lo :

4 x 4 +  9 x 3 +  6 x 5 -D iv id ir: 1
x +  2 x 3 -  1 

R esolución:
P re p a ra n d o  ios po lin o m io s :

D (x) =  6 x 5 +  4 x 4 +  9 x3 +  Ox2 +  Ox 

d (x ) =  2 x 3 +  Ox2 +  x  -  1
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A p lic a n d o  H orner: R esolución:

C o m o  D (x) y d (x ) p re se n ta n  to d o s  sus  té rm in o s  y 
e s tá n  o rd e n a d o s  en fo rm a  d e sc e n d e n te , e n to n ce s  
q (x ) y  R (x) ta m b ié n  d e b e n  p re s e n ta r to d o s  sus  té r­
m ino s  y es tá n  o rd e n a d o s  d e sc e n d e n te m e n te . 

A d e m á s  com o :
G [q ] -  5 -  3 =  2 y G [R ]máx - - = 3 - 1  =  2, se  tiene :
q (x ) =  3 x 2 +  2x  +  3

R (x) =  1 x 2 - 1 x - * - 2  =  x 2 - x  +  2

R eg la  d e  R u ffin i. Es un ca so  p a rtic u la r de l m é tod o  
de  H o rn e r y se  usa rá  c u a n d o  el d iv is o r es  de  p rim e r 
g ra d o  o tra n s fo rm a b le  a un p o lin o m io  linea l.

E s q u e m a  d e  c o c ie n te s
S u p o n ie n d o  q u e  e l d iv is o r  tie n e  la fo rm a : 
a x  +  b; a  /  0

bx  =  —  a

co e f ic ien

+

tes d

+

el D(x)¡
I

+  | 
I

X c o e fic ie n te s  de l q (x ) R es to

En el e s q u e m a  de  R u ffin i el res to  o b te n id o  s ie m p re  
es  una co n s ta n te .

E je m p lo s :

1. D iv id ir:
3x -  1

+ + +  i +

3x  -  1 = 0 3 i 2 ; i —7 i - 1 1 | 5

x = 1/3 i i 1 i i 1 i !—2 i ' - 1

X 3 3 - 6 - 3  ¡
3 3 3 3

1 1 - 2 - 1
C oe f. de l q (x )

C o m o  G [q ] = 4 - 1  =  3, se  tiene : 
q (x ) =  1x3 +  1x2 -  2x  -  1 =  x 3 +  x 2 
R es to  =  4

x 3 -  2x  -  3

2x -  1

2. D iv id ir:
x  — 2 

R esolución:

x -  2 =  0 1 i 0 i
i

i - 2  1 - 3 :

x =  2 1 i 2  i l__4 1 i 4 1
1 2 2 ' _ _ lj
1 1 1

1 2 2

C oef. de l q (x )

C o m o : G [q ] =  3 - 1  = 2  
T e nem os : q (x ) =  x 2 +  2 x  +  2 
R es to  =  1

TEOREMA DEL RESTO
F in a lid a d . O b te n e r e l re s to  de  c ie rta s  d iv is io n e s  
s in  n e ce s id a d  d e  e fe c tu a r la d iv is ió n .

E n u n c ia d o . S ea  P (x) un p o lin o m io  no co n s ta n te . 
El re s to  d e  d iv id ir  P (x) e n tre  (x -  m ) v ie n e  da do  
p o r P (m ).

Es dec ir: P (x ) R =  P (m ) R: res to

E je m p lo s :

P (x )
«  R =  P (3) Q(x) 

x +  6
R =  Q( —6)
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REGLA PRACTICA
El d iv is o r se  ¡guala a ce ro  (x  -  m =  0).
Se d e sp e ja  la v a r ia b le  (x =  m).
Se re e m p la z a  en el d iv id e n d o  o b te n ié n d o s e  el 
res to  R =  P (m ).

E je m p lo :

H a lle  el re s to  en: 2 x 60
x  -  2 

R esolución:
H a c ie n d o  u so  de  la reg la  p rác tica :

x - 2 = 0  • x =  2

R =  2 (2  )5 +  2 - 6 0  =» R  =  6

C o ro la rio . S ea  P (x) un p o lin o m io  no c o n s ta n te . El 
res to  de  d iv id ir  P (x) e n tre  (ax  +  b), d o n d e  a A 0, 
v ie n e  d a d o  p o r ( -  b /a), es dec ir:

P(x) 
ax  +  b

E jem p lo :
. . . .  . 2 x ¿ +  5x +  7H a lle  e l res to  de  d iv id ir:

2x -  1

R esolución:
S ig u ie n d o  con  la reg la  p rá c tica , a n te s  m e n c io n a d a . 

2 x  -  1 =  0 • x  =  1/2

• R - 2 ( + 5 ( + 7

R =  J- +  ^  + 7  =* R =  10 
2 2

COCIENTES NOTABLES (CN)
S e  d e n o m in a  c o c ie n te s  no tab le s , a c ie rto s  c o c ie n ­
te s  d e  ta l fo rm a  q u e  s in  e fe c tu a r la d iv is ió n , se  p u e ­
de  e s c r ib ir  su  d e sa rro llo . S e c a ra c te r iz a n  p o r se r 
co c ie n te s  exa c to s .

F o rm a g e n e ra l d e  los c o c ie n te s  n o ta b le s . Todo 
c o c ie n te  n o ta b le  se  p u e d e  p re s e n ta r de  la  s ig u ie n -

~  a"’te  fo rm a  ge ne ra l: d o n d e  se  ob se rva :

1. El d iv id e n d o  y  e l d iv is o r  tie n e n  c a d a  uno  dos  
té rm in o s .

2. Las ba se s  de l d iv id e n d o  y  d iv is o r (x, a), re s ­
p e c tiva m e n te , son  igua les .

3. Los  e x p o n e n te s  en ca d a  uno d e  los té rm in o s  
de l d iv id e n d o  son  ig ua les .

4 . H ay  c u a tro  fo rm a s  d e  c o c ie n te s  no tab le s , qu e  
se  o b tie n e n  c o m b in a n d o  los s ignos:

( t T ' T ó )

C o m o  c o n s e c u e n c ia  se  p re se n ta n  4 casos:

E s tu d io  de l p r im e r c a s o : --------------x  +  a

A p lic a n d o  el te o re m a  de l res to , reg la  p rác tica : 

x +  a =  0 x =  - a
R =  ( - a ) m +  a m =  0 

H ay  do s  caso s:
Q u e  m  se a  par, luego:
R  =  ( - a ) m +  a m =  a n = 2 a m A  0
N o es c o c ie n te  no tab le , p o rq u e  el res to  es  d ife re n ­
te  d e  cero.
Q u e  m se a  im par, luego:
R =  ( - a ) m +  a m =  - a m +  a m =  0 
S i es  c o c ie n te  no tab le .

X ^   3 ^
C o n c lu s ió n : La fo rm a  -------------- es C N  c u a n d o  mx  +  a
e s  im par.

— m _m
E s tu d io  d e l s e g u n d o  caso : x +  a
C á lc u lo  de l res to :

x  +  a =  0 x  =  - a
R  =  ( - a ) m -  a m 

P a ra  q u e  se a  ce ro , m  d e b e  s e r n ú m e ro  par, así: 
R  =  a m -  a m =  0

C o n c lu s ió n : La fo rm a  

es  un n ú m e ro  par.
x +  a

es C N  cu a n d o  m

E s tu d io  de l te rc e r  c a s o : -------------x  -  a
C á lc u lo  de l res to : 

x  -  a =  0 
R =  ( a f  +  a m =  2 a m +  0 

C o m o  e l re s to  es  d ife re n te  de  ce ro , no es  CN

x =  a

C o n c lu s ió n : La fo r m a -------------x  -  a
ta b le  pa ra  n in g ú n  v a lo r  d e  m.

no es  c o c ie n te  no-
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w r n   — m
E s tu d io  d e l cu a rto  ca so : --------------x -  a
C á lc u lo  de l resto:

x - a = 0  • x =  a
R =  (a )m -  a m =  0

w f4"i  p i rn
C o n c lu s ió n : La fo rm a  -------------- es  c o c ie n te  no ta -x -  a
b le  pa ra  c u a lq u ie r v a lo r  d e  m.

D e s a rro llo  de l c o c ie n te  n o ta b le . P ara  d e s a rro lla r 
el C N  se  re a liza  la d iv is ió n  po r R u ffin i, a p lic a d o  a 
un caso , pe ro  se  g e n e ra liza  pa ra  los tre s  c a so s  de 
c o c ie n te s  n o ta b le s  con  las reg las  p rá c tica s  q u e  se 
ha rá  al fina l d e  la d e m o s tra c ió n .

x m +  a mS ea  el CN  -------------- pa ra  m =  n ú m e ro  Im par.X  +  3

D iv id ie n d o  p o r R u ffin i:

1 0 0 0 . . + a m

- a 1 - a + a 2 - a 3 - a m

1 - a 1 + a 2 - a 3 ... + a m _ 1 0

El c o c ie n te  es de  g ra d o  =  m -  1
q (x ) =  x IT1 1 -  x m ~ 2a 1 +  x m -  3a2 -  x m -  4a 3 +  ...

+  a m ~ 1

R eg las  p rá c tic a s  p a ra  e s c r ib ir  de l d e s a rro llo  de
c u a lq u ie r  c o c ie n te  n o ta b le
1. El p rim e r té rm in o  de l c o c ie n te  es  igua l al c o ­

c ie n te  e n tre  el p r im e r té rm in o  de l d iv id e n d o  y 
el p rim e r té rm in o  de l d iv iso r.

2. El ú ltim o  té rm in o  de l c o c ie n te  es Igual al c o ­
c ie n te  e n tre  e l s e g u n d o  té rm in o  de l d iv id e n d o  
y el s e g u n d o  té rm in o  de l d iv iso r.

3. A  p a rtir  de l s e g u n d o  té rm in o  de l c o c ie n te  el 
e x p o n e n te  de  x c o m ie n z a  a d is m in u ir  d e  1 en 
1 h a s ta  el v a lo r fina l.

4. T am b ién  a p a rtir  de l s e g u n d o  té rm in o  de l c o ­
c ien te , a p a re c e  a con  e x p o n e n te  1 y en  cada  
té rm in o  p o s te r io r su e x p o n e n te  a u m e n ta  de  1 
en  1 ha s ta  m -  1.

5. P ara  los s ig n o s  d e  cada  té rm in o  se  d e b e  te n e r 
en cuen ta :

C u a n d o  el d iv is o r es de  la fo rm a  (x +  a) 
los s ig n o s  de  los té rm in o s  de! c o c ie n te  son 
a lte rn a d o s  (+ )  y ( - )  c o m e n z a n d o  p o r (+ ). 
C u a n d o  e l d iv is o r es de  la fo rm a  (x -  a) 
los s ig n o s  de  los té rm in o s  de l c o c ie n te  son 
po s itivos .

c V L a ta .   ----------------     _

El d iv id e n d o  en a m b o s  c a so s  (a y b) p u e d e
se r (xm +  a m) o (xm -  a m)

E je m p lo s :

1. x +  a =  x4 -  x 3a +  x2a 2 -  x a 3 +  a4

2. ^  =  x5 -  x4a +  x 3a 2 -  x2a3 +  xa4 -  a 5x +  a

3. x -  a 
x -  a

a
4 -  ~  =  —1—é - =  ( x 2 )4 -  ( x 2 ) 3 ( a 4 ) +

x 2 +  a 4 ( x2) +  (a 4 )

(x2)2(a4)2 - (x2)(a4)3 +  (a4)4 
o en  fo rm a  in m e d ia ta :
v 10 , _20
x  + a . =  x 8 -  x V  +  x 4a 8 -  x 2a 12 +  a 16

D e te rm in a c ió n  d e  un té rm in o  c u a lq u ie ra  d e  un  
c o c ie n te  n o ta b le . En fo rm a  ge ne ra l:
..m  i .m
x  i  a = x m . - 1  T x m - 2 a 1 + x m- 3g2  +  x m 4g 3 +

x ± a
-1

D e d u cc ió n  de  la fó rm u la , pa ra  el té rm in o  k.

1.er té rm in o : (s ig n o ) x m -  1a 1 “  1
x m -  2g2 ~ 1 

x m -  30 3 -  1

4.° té rm in o : (s ig n o ) x 17

10.° té rm in o : (s ig n o ) x lr 

k.° té rm in o : (s ign o ) x 7

.'. tk =  (s ig n o ) x 17
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R e g la  p a ra  el s ig n o

1. C u a n d o  el d iv is o r  es  de  la fo rm a  (x -  a) el 
s ign o  de  c u a lq u ie r té rm in o  es  po s itivo .

2. C u a n d o  e l d iv is o r es  de  la fo rm a  (x  +  a ) el 
s ig n o  de  los té rm in o s  q u e  o c u p a n  un lu g a r pa r 
son n e g a tiv o s  y los q u e  o cu p a n  un lu g a r im p a r 
son  po s itivos .

E jem p lo :

H a lla r el t25 y  t40 en  el d e s a rro llo  de l CN:

x150 -  a100 
x 3 +  a 2

R esolución:
( x 3)50 — (a 2 )50 

D a n d o  ia fo rm a  de  C N : -------------------------; d e  d o nd e :
(x  ) + (a  )

1 .a ba se  de l d iv iso r: (x3)
2 .a ba se  de l d iv iso r: (a 2) 
m  =  50
P ara  k =  25: t25 =  +  (x3)50 ”  25(a2)25 ' 1 

t25 =  +  x 75a48 

P a ra  k =  40 : t40 =  - ( x 3)5° - 40(a2)40 “  1 

t40 =  - x 30a 78

C o n d ic ió n  n e c e s a ria  y  s u fic ie n te  p a ra  q u e  el
x m - j -

c o c ie n te  = -= - s e a  n o ta b le . E s ta b le c id a s  las 
x p ± a q

_)_ g^
co n d ic io n e s  d e  d iv is ib ilid a d  e l c o c ie n te  — i —

x p ± a q
se rá  n o ta b le  cuan do :

x m +  a n =  ( x p)r ± ( a q)r 
x p ± a q x p ± a q

do nd e : p r =  m => r =  m /p  . . . ( a )
q r =  n => r =  n /q ... (p)

Es decir, los c o c ie n te s  e n tre  m /p  y n/q, d e b e n  se r 
e n te ro s  e ig ua les .

N ú m e ro  d e  té rm in o s  de l c o c ie n te  n o ta b le . De
( « )  y  (P):

—  =  - =  n ú m e ro  de  té rm in o s  de l c o c ie n te  n o ta b le  
P Q

EJERCICIOS RESUELTOS

1. ¿C uá l es e l re s id u o  d e  la s ig u ie n te  d iv is ió n ?  
( 3 m 6 -  2 m 4 +  3 m 3 -  2 m 2 -  m  -  1 ) :  ( m  -  2 )  

R eso lución:
A p lic a n d o  el te o re m a  de l res to : 
d =  m  -  2
D =  P (m ) =  3 m 5 -  2 m 4 +  3 m 3 -  2 m 2 -  m  -  1 
H a c ie n d o  d =  0, es  de c ir: m -  2 =  0 ^  m =  2  

R =  P (2) =  3 (2 )5 -  2 (2 )4 +  3 (2 )3 -  2 (2 )2 -  2 -  1 
.-. R =  77

2. D ad o  el po lin o m io : 6 x 3 -  3x2 -  m x -  6 
d e te rm in a r e l v a lo r d e  m pa ra  q u e  se a  d iv is i­
b le  p o r (2x -  3)

R esolución:
Si una e x p re s ió n  es  d iv is ib le  e n tre  o tra , es to  
im p lica  q u e  si se  e fe c tú a  la d iv is ió n  e n tre  a m ­
bas el re s id u o  se rá  nulo.
A p lic a n d o  e l te o re m a  de l res to  y  una v e z  h a ­
lla d o  e s te  re s id u o  se  ig u a la  a ce ro , p o r c o n d i­
c ión  de  d iv is ib ilid a d , y  se  c a lc u la  m.

P a ra  h a lla r e l re s id u o  se  hace: 
d =  0, es dec ir: 2 x - 3 = 0  =» x =  3 /2

P e ro  p o r c o n d ic ió n  de  d iv is ib ilid a d : R  =  0 
E fe c tu a n d o  e ig u a la n d o  a ce ro  resu lta : m  =  5

3. D e te rm in a r m +  n pa ra  que  e l po lin om io :
4 x 4 +  2 x 3 -  m x2 +  3x +  n
sea  d iv is ib le  p o r x 2 -  2x  +  1. H a lla r: m  +  n

R eso lución:
P or c o n d ic ió n  d e  d iv is ib ilid a d : “S i.s e  d iv id e n  
d o s  e x p re s io n e s  a lg e b ra ic a s  d iv is ib le s , e l re ­
s id u o  d e b e rá  se r id é n tic a m e n te  nu lo". E fe c ­
tu a n d o  la d iv is ió n  p o r H orner:

1 4 2 -m  | 3 n
2 8 - 4  I

-1 20 i -1 0
. 2(16 -  m) (m -  16)

4 10 (16 -  m) | (25 -  2m) (m + n -1 6 )
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E n tonces : 25  - 2 m  =  0 ... (1 )
m +  n -  16 =  0 . . . ( 2 )

D e (2): m  +  n =  16

4. H a lla r el re s id u o  de  la d iv is ió n  de:
2 x 5 +  7x4 -  5 0 x 3 -  17 3 x2 -  22 x  +  60 
e n tre  x2 -  2x  -  15

R esolución:
E fe c tu an do  la d iv is ió n  po r el m é tod o  de  Horner.

.-. R =  0

5. Q u é  v a lo re s  d e b e rá n  to m a r a y b pa ra  que  el 
po linom io: x5 -  ax +  b sea  d iv is ib le  entre: x2 -  4 

R esolución:
P or c o n d ic ió n  de  d iv is ib ilid a d : "S i se  d iv id e n  
do s  e x p re s io n e s  a lg e b ra ica s  d iv is ib le s , el re ­
s id u o  se rá  id é n tic a m e n te  n u lo ” E fe c tu a n d o  la 
d iv is ió n  p o r H orner:

E n tonces : 16 -  a =  0 » a  =  16 
b =  0 => b =  0

6. ¿C uá l d e b e rá  s e r e l v a lo r de  m  pa ra  que  el
po lin o m io : x 3 +  m (a -  1 )x2 +  a 2(m x  +  a -  1)
sea  d iv is ib le  e n tre  x  -  a  +  1?

R esolución:
A p lic a n d o  el te o re m a  de l res to  pa ra  h a lla r el 
re s id u o  en d ich a  d iv is ió n  y  p o r c o n d ic ió n  de
d iv is ib ilid a d , se  ig u a la  el re s id u o  a cero.

D =  P (x) =  x 3 +  m (a  -  1 )x2 +  a 2(m x  +  a -  1) 
d =  x -  a +  1
=  d =  0 =3 x -  (a -  1 ) =  0 x =  (a -  1 )
R =  P(a -  1) =  (a -  1)3 +  m (a -  1)(a -  1 )2 +  

a 2[m (a  -  1 ) +  (a -  1 )] 

R =  (a -  1 )3 +  m (a  -  1 )3 +  a 2(a -  1 )(m  +  1) 
R =  (a -  1)3[1 +  m ] +  a 2(a — 1 )[1 +  m]
R  =  (a — 1 )(1 +  m )(2 a 2 -  2a +  1)
Pero: R = 0
=> m + 1 = 0 .-. m = -1

7. S im p lifica r:

E = l  +  A  +  í :  +  2 f : + ... +  j ^  +  .
xn- i

a a 2 a 3 a 4 a n ” 1 a n- ! ( a -

R esolución:
S u m a n d o  to d o s  m e n o s  el ú ltim o  sum a nd o : 
1 x  x 2 x n
a  a 2 a 3 a n + 1

E s c rib ie n d o  el n u m e ra d o r co m o  CN:

1_ +  _x_ +  >c +  x n _  a -  x
a g 2 % 3  a n + 1 -  g n + 1

a n + i — x n+1— : s u s titu ye n d o  en la exp re s ió n :

o n +1  v n + 1
E =  - -------~ -------+  .

( a - x )  a n+ ( a - x )

E =  a ^ + 1 - x n + 1 +  x n41
a ia  -  x )

a 11 ! 1 1
E =  f  =  — !— =  (a -  X ) " 1

a n+ (a  -  x )  a - x

H a lla r el té rm in o  in d e p e n d ie n te  de l coc ien te :
( x +  a )n -  a 11 

x

R esolución:
D a n d o  la fo rm a  de CN  y d e sa rro lla n d o :
(x  +  a )n -  a " _____

=  (x +  a )n 1 +  (x +  a )n
(x  +  a ) -  a

(x +  a )n
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El té rm in o  in d e p e n d ie n te  de l C N  es:
P (0) =  a n ~ 1 +  an 2a ' +  an “  3a2 +  ... +  a 11 “  1

n té rm in o s

=  a n ~ 1 +  a n "  1 +  a n ’  1 +  ... +  a n “  1V ________________ 1
n té rm in o s

.-. P (0) =  n a n “  1

9. S im p lifica r:

E _  x 78 +  x 76 +  x 74 -  ... +  x 4 +  x 2 +  1 
x 38 +  x 36 +  X 34 +  ... +  x 4 +  x 2 +  1 

Resolución:
E s c rib ie n d o  el n u m e ra d o r y  d e n o m in a d o r 
c o m o  CN:

(x 2 l40 - 1 40 
x2 -  1E = — ó------ !— ; e fe c tu a n d o  y s im p lif ica n d o :

( x2 )20 -  140
x 2 -  1

E _  x 80 -  1 c  ( x 4(!f - 1 2 
x 40 -  1 x 40 -  1

. _  ( x 40 +  1)(x40 -  1) 40
(x 40 -  1)

f- "EJERCICIOS p r o p u e s t o s ' " !

1. In d iq u e  v e rd a d e ro  (V ) o  fa lso  (F ) en las p ro p o ­
s ic io n e s  s igu ien tes :
I. SI R (x) =  0; D (x) =  d (x )q (x )
II. G [q (x )] =  G [D (x )] +  G [d(x)]
III. P a ra  e fe c tu a r la d iv is ió n , se  c o m p le ta  y o r­

d e n a  en fo rm a  c re c ie n te  al d iv id e n d o  y al 
d iv iso r.

a) V F V  b) V V F  c) FV V
d) V F F  e) FVF

2. H a lla r e l c o c ie n te  de  d iv id ir:

12x4 -  2 x 3 -  16x2 +  8x  - 3  
2 x 2 +  x -  3

a) 6x2 +  4x  +  3 b) 6 x 2 -  4x  +  3
c) 6x2 +  4x  -  3 d ) 6 x 2 -  4 x  -  3
e) 6 x 2 +  4x

o 2 -  5x  +  6 x 2 -  7 x 3 +  x 4 ,3. A l d iv id ir:       d a r com o
x 3 -  5x +  4x  -  1 

re s p u e s ta  la sum a  de  c o e fic ie n te s  de l res id uo .

a) 4 b) - 4  c) — 1
d) 1 e ) 0

• 4 2  u
4. A l e fe c tu a r: —    —  se o b tie n e  por

2x  +  x  -■ 1
res to : R (x) =  8x -  4. C a lcu la r: a b ~ 1

a) 1 /50  b) 2 c) — 1
d) 1/2 e ) 3

5. Si la s igu ien te  división: 6x4 + 16x3 + 25x2 + Mx + N
1 + 2x + 3x2

t ie n e  res id uo : R (x) =  0, se ñ a la r: 3</M +  N +  8

a) 2 b ) - 2  c) 3
d) - 3  e )d 1

i  x 3 -  4 x 2 +  px -  p
6. El res to  de  la d iv is ió n : ------------------------------

x -  3x -  2
es una  c o n s ta n te , h a lla r d ich o  res to  a u m e n ta ­
do  en  p.

a) 1 b) - 1  c) 0
d ) 2 e ) 2

7. SI los c o e fic ie n te s  de l c o c ie n te  d e  d iv id ir:
a x 2 +  bx  +  c  +  8 x 4 +  18 x3 

2x  +  3
son  n ú m e ro s  c o n s e c u tivo s  y  el re s id u o  es 
( - 8 ) ,  seña la r: (a +  b +  c )0,5

a) 1 b) 2 c) 3
d ) 4 e ) 6

8. La s ig u ie n te  d iv is ió n :
m x 5 +  nx4 -  x 3 +  7 x 2 -  5x -  12 

3 x 2 +  x -  4 
es  exa c ta . C a lcu la r: m n

a) 10 b) 15 c) 24
d) 30 e) 42

_ . . , . .. . .. 25x4 +  5x3 + b x 2 +  3 (x  +  1)9. A p a rt ird e  la d iv is ió n :----------------------------------1----------
5x2 — 3(x  +  1)

c a lc u la r su  c o c ie n te  e v a lu a d o  en  1, s a b le n d o - 
qu e  su res to  es: 5cx.

http://tomaellibroquedeseasydescargalo.blogspot.com/
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a) 5 b) 6 c) 7
d ) 8 e ) 9

10. D e s p u é s  d e  d iv id ir :
6 x 4 +  11x  +  7 ( x +  1)(x2 - x +  1)

s e ñ a la r el c o e fic ie n te  de l té rm in o  linea l de l c o ­
c ien te .

a) 2 b) 3 c) 6
d ) 9 e ) 12

11. P ro p o rc io n a r e l c o c ie n te  de  d iv id ir:
x 3 +  (b -  a ) x 2 +  (b -  a )x  +  a -  ab 

x -  a
a) x2 +  ax  +  a b) x 2 +  bx +  b
c) x 2 +  ax +  b d ) x 2 +  bx +  a
e) x 2 +  bx  +  (b -  a +  ab )

12. A l d iv id ir:
P(x) = x 3 + ( - 2  -  * / 7 ) x 2 + ( 2 / 7  -  1 5 ) x +  1 5 / 7 + k  
e n tre  x  -■ 17 , se  e n co n tró  un re s id u o  3k -  8. 
E n c o n tra r k.

a ) 1 b) 2 c) 3
d ) 4  e ) 5

13. D e te rm in a r el v a lo r d e  a en la d iv is ió n :
2 5 x 4 +  (x  +  a )2 +  2 

2 +  5x
si el v a lo r n u m é rico  de  su c o c ie n te  pa ra  x  =  0 
es igua l a 2.

a ) 1 b) 2 c) 4
d ) 3 e ) 6

14. D e te rm in a r el re s id u o  de  la d iv is ió n :
px5 + 2qx4 + (3r -  p)x3 + (p -  2q)x2 + (2q -  p)x + p 

_ _ _

si la sum a  de  c o e fic ie n te s  de l c o c ie n te  es  54.

a) 15 b) 16 c) 17
d) 18 e ) 19

15. C on s id e ra n d o  el s igu ien te  e squ em a  de  H orner:

2 2 1 4 ¡ b-i b 2
1 I

3 I
I

b 3 b4 b 5 ; 1 1

ca lcu la r: b, +  b2 +  b 3 +  b4 +  b 5

a) 10 b ) —11 c) 12
d) - 1 3  e) 14

16. La s ig u ie n te  d iv is ió n :
A x 5 +  B x4 +  C x 3 +  D x 2 +  Ex + F 

x +  1
se re a liz a  e m p le a n d o  la reg la  d e  R uffln i, o b te ­
n ié n d o s e  el esqu em a :

A B C D E F

- 1 1 3 5 7 9

m n P q r 0

h a lla r  la su m a  de  c o e fic ie n te s  de l d iv iden do .

a) - 2 5  b) 50 c) 0
d) 25 e) - 5 0

17. Si al e fe c tu a r la d iv is ió n :
(6 x4 +  A x 3 -  14x2 +  Bx -  5) : ( - 5  +  x +  2 x 2) 
se  o b tu v o  co m o  re s id u o  al p o lin o m io  (3x +  5), 
c a lc u la r: "Va  +  B -  1

a) 1 b) 2 c) 3
d) 4 e ) 0

18. H a lla r e l re s id u o  d e  d iv id ir:
a m x 3 +  (an  +  b m )x 2 +  (ap  +  b n )x  +  bp 

ax  +  b

a) 1 b) - 1  c) bn
d) 2bn  e ) 0

19. A i e fe c tu a r la d iv is ió n : ^  ! 5x -  1
x  +  3x -  4x  +  X

se o b tie n e  un re s id u o  de  p r im e r g rado . P ro ­
po rc io n a r d ich o  res iduo .

a ) 14x +  3 b) 14x -  3
c) 7 (2 x  +  1) d ) 7 (2 x  — 1)
e) 7 (2x  +  3) -  20

20. S i: 15x4 +  7x3 +  A x 2 +  Bx +  C se d iv ide  e n ­
tre  5x2 -  x +  3, se o b tie n e  un c o c ie n te  cuyo s  
c o e fic ie n te s  van  d is m in u y e n d o  de  1 en 1 a 
p a rtir  de l p rin c ip a l y  un res to  2x +  5. C a lcu la r:

i r ^ c
a) - 3  b) - 2  c) - 1
d ) 2 e ) 3
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21 . Lu eg o  de  d iv id ir: 6><3 -  1g x 2 +  19x -  16
3x -  2

h a lla r la sum a  de l c o c ie n te  con e l res id uo .

a) 2 x2 +  5x  +  7 b) 2 x2 -  5x +  7
c) 2x2 +  5x -  7 d ) 2 x2 -  5x  -  7
e) 2 x 2 +  5x

22 . O b te n e r la s u m a  de  c o e fic ie n te s  de l c o c ie n te  
d ism in u id a  co n  e l res to  de  la d iv is ió n :

2 ( x +  1 )3 — 3 x 2 -  x +  3

a) 5 b) 4  c) 3
d) 2 e) 1

23. C a lc u la r (m  +  2 n ), si el res to  de:
4 x 4 -  x 2 +  m x +  n

2x + x -  3
es: 2x +  5

a) 1 b) 2 c) 3
d) 4  e) 5

f iv 3 _  1 Tv2 _  %  -  3
24. Si el c o c ie n te  de  d iv id ir :     ------------

2x  -  5

es  d e  la  fo rm a  m x 2 +  nx  +  p. c a lc u la r : 
m " ' p +  (n +  p )m

a) 8 b) 12 c) 14
d) 17 e ) 57

25. Si el re s id u o  de  la d iv is ió n :
2 x 2 +  3 x 3 +  4 x 4 +  x 5 +  ax  +  b

x 2 -  x  -  1
es  R (x) =  26x +  17, ha lla r la a lte rnativa  correcta.

a) a =  b b) a +  b =  0 c) ab  =  0
d ) a  +  b =  1 e ) a +  b i  1 =  0

26 . C a lcu lar a  y  b, si al e fec tua r la s igu ien te  división: 
a x 5 +  b x 4 +  2 x 3 -  x 2 -J J x _ + _ 6  e| res|duQ eg

3 x 2 +  x -  2 
Id é n tica m e n te  nu lo.

a) 12 y - 2  b ) 1 0 y 2  c ) - 1 0 y 8
d ) 8 y  -  12 e ) 6 y  - 6

27. C uá l es el v a lo r de  m pa ra  q u e  la d iv is ió n :
x 3 +  m ía  -  1 )x 2 +  a 2(m x +  a -  1)
------------------------------------------------------------ po se a  res i-

x -  a  +  1
dú o  id é n tic a m e n te  nu lo .

a) 1 b) a c) - a
d ) a +  1 e) - 1

28. Si ¡a d iv is ió n  in d icad a :

(a 2 -  b 2)x3 ■+ (2ab  -  2 b 2)x2 +  4a bx  +  2 b 2 -  ab 
(a  +  b )x  +  b -  a

es exa c ta , ha lla r: (a2 +  b2)(a b )~ 1

a) 0 b) 1 c) - 1
d ) 0 ,5  e ) - 0 , 5

29. El esqu em a :

2 a 0 - 5 2 a 1 a 2
a 3 - 6 a 4 a 5 3 - 1 2

a 6 a 7 a 8 a 9 a 10 a n

c o rre s p o n d e  a la d iv is ió n  de  do s  p o lin o m io s  
p o r la reg la  de  R uffin i. O b te n e r: a 0 +  a4 +  a 8

a) 8 b) 11 c) 5
d ) 0 e ) 3

30. A l e fe c tu a r la d iv is ió n :
a x 5 +  bx4 +  (c -  a )x 3 +  (a -  b )x 2 +  (b -  a )x  +  a 

_ _

e l res to  qu e  se  o b tie n e  es  9. S e ñ a la r la su m a  
de  c o e fic ie n te s  de l coc ien te .

a) 15
d) 36

b) 21 
e) 45

c) 27

ÜJ
Lü

1. d 7. d 13. e 19. a 25 . a
2. b 8. d 14. d 20. a 26. a

> 3. b 9. d 15. b 21 . d 27. e
<j 4. b 10. b 16. e 22 . e 28. b

□ 5. c 11. e 17. b 23 . c 29 . b
6. d 12. d 18. e 24. d 30. c



FACTORIZACIÓN

FACTOR ALGEBRAICO
S e  d ice  q u e  N (x) es un fa c to r  a lg e b ra ico  d e  P (x) 
de  g ra d o  n >  1; si e x is te  un p o lin o m io  M (x ) ta l que 
P (x) =  N (x)M (x), es decir, N (x) es un fa c to r  d e  P (x) 
si la d iv is ió n  de  P (x) e n tre  N (x) es exac ta .

E je m p lo s :
P (x ) =  (x  + 1 ) ( x +  3)
S u s  fa c to re s  a lg e b ra ico s  son: x +  1; x +  3:
(x +  1)(x  +  3)

• Q (x ) =  (x +  3 )(x  +  4 )(x  +  6)
S u s  fa c to re s  son: x  +  3; x  +  4; x  +  6:
(x +  3)(x  +  4), (x +  3 )(x  +  6); (x +  4 )(x  +  6):
(x +  3)(x  +  4 )(x  +  6)

T e o rem a
D ad o  e l p o lin o m io  m ó n ico : P (x) =  (x +  a )“ (x +  b f  
El nú m e ro  de  fa c to re s  a lge bra ico s  es: (a +  1)(p +  1)

cY la t w : — -------   — .................— „

I N o se  c o n s id e ra rá  co m o  fa c to r a la un id a d  o l 
; c u a lq u ie r c o n s ta n te . I

P o lin o m io  re d u c tib le . Un p o lin o m io  P d e  g ra d o  
n >  1 es  re d u c tib le  en  un c a m p o  n u m é rico  si el po ­
linom io  se  p u e d e  d e s c o m p o n e r s o b re  es te  ca m p o  
en la m u ltip lica c ió n  de  do s  p o lin o m io s  de  g ra do  
m e n o re s  qu e  n.

E je m p lo :
P (x) =  x 2 -  3
P (x) es re d u c tib le  en IR, es  dec ir:
P (x) =  (x  +  Í 3 ) ( x  -  ¡3  )

P o lin o m io  irre d u c tib le . Un p o lin o m io  d e  g ra d o  n 
(n >  1) e s  irre d u c tib le  s o b re  un ca m p o  si en  c u a l­
q u ie ra  d e  sus  d e s c o m p o s ic io n e s  un o  de  e llo s  es 
de  g ra d o  ce ro  y el o tro  de  g ra d o  n.

E je m p lo s :
P (x) =  3x +  12
S e  tra n s fo rm a  en  P (x) =  3(x  +  4 )

P (x) es  p rim o  en  ©  y IR

N (x) =  x2 +  n; (n >  0)
N (x) es p rim o  en ©  y  IR

• ' R (x) =  x2 +  p, p <  0; p no es cu a d ra d o  pe rfec to  
E n to n ce s  R (x) es p rim o  en  ©

P ro p ie d a d e s  d e  los p o lin o m io s  irre d u c tib le s  en  
un c a m p o  n u m é ric o

Todo po lin om io  de p rim e r g ra do  es  irreductib le . 
Si e l p o lin o m io  P e s  irre d u c tib le  lo es ta m b ié n  
c u a lq u ie r p o lin o m io  cP  d o n d e  c  es un e le m e n ­
to  de  d ich o  ca m p o  (c  ■-/■ 0).

FACTORIZACIÓN
F a c to r iza r un p o lin o m io  de  g ra d o  n (n #  2) re d u c ti­
b le  s o b re  un c a m p o  nu m é rico , es un p ro c e d im ie n ­
to  q u e  c o n s is te  en  tra n s fo rm a r d ich o  po lin om io , 
en  una m u ltip lica c ió n  in d ic a d a  de  fa c to re s  p rim o s  
s o b re  un ca m p o  nu m é rico .

E je m p lo :
F a c to rice  P (x) =  x4 -  1 en  ©

R esolución:
A p lic a n d o  d ife re n c ia  de  cu a d ra d o s :
P(x) =  (x2 +  1 )(x2 -  1)
=> P (x) =  (x2 t 1  )(x +  1 )(x -  1)

CRITERIOS PARA FACTORIZAR

C rite r io  de l fa c to r  co m ú n . C o n s is te  en b u sc a r 
fa c to re s  c o m u n e s  a to d o s  los té rm in o s  de  un p o ­
lin o m io  pa ra  lu eg o  ex trae rlo s .

E je m p lo s :
F a cto rice :
P (x: y) =  4 x 2y +  5 x y 2 +  xy  =  x (4 x y  +  5y2 +  y) 
P (x; y ) =  xy (4 x  +  5y  +  1)
Lu eg o  el p o lin o m io  p re se n ta  3 fa c to re s  p ri­
m os: x; y; 4 x  +  5y +  1

F a cto rice :
Q (x; y) =  (x +  3)y  +  (x +  3 )x  +  (x +  3)
Q (x: y) =  (x +  3 )(y  +  x +  1)
Luego, el po lin o m io  p re se n ta  do s  fa c to re s  p ri­
m os: (x +  3), (y +  x +  1)
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A g ru p a c io n e s . C o n s is te  en a g ru p a r té rm in o s  c o n ­
v e n ie n te m e n te  tra ta n d o  qu e  a p a re zc a  a lg ú n  fa c to r
c om ún.

E je m p lo s :
F a cto rice :
P (x; y; z ) =  x 2 +  x y  +  zx  +  z y  +  x +  y 
P (x; y; z ) =  x (x  +  y) +  z (x  +  y) +  (x +  y)
P (x; y; z ) =  (x  +  y )[x  +  z  +  1]
Luego, el p o lin o m io  p re se n ta  dos  fa c to re s  p ri­
m os: (x +  y); [x +  z  +  1]

F acto rice :
P (a; b: c) =  a 2 +  ab +  ac +  a 3 +  a2b +  a2c
P(a; b; c) =  a (a  +  b +  c) +  a 2(a +  b +  c)
P (a; b; c) =  (a +  b +  c)[a  +  a 2]
P(a; b; c) =  (a +  b +  c)a(1 +  a)
Luego , e l p o lin o m io  p re se n ta  tre s  fa c to re s  p ri­
m os: (a +  b +  c); a; (1 +  a)

Id e n tid a d e s . P or id e n tid a d e s  a lg e b ra ica s . 

E je m p lo s :
F a cto rice :
P(a: b; c) =  a2 +  b2 +  c2 +  a +  2ab +  b +  2ac +

c +  2bc
P(a: b; c) =  (a2 +  b2 4 c2 +  2ab  +  2b c  +  2a c) +

(a +  b +  c) 
P(a; b: c) =  (a +  b +  c)2 +  (a +  b +  c ) . 1 
P(a: b; c) =  (a +  b -i c )(a  +  b +  c +  1)
Luego, el p o lin o m io  p re se n ta  do s  fa c to re s  p ri­
m os: (a +  b +  c): (a +  b +  c +  1)

F acto riza r:
P (x; y) =  x4 +  2 x 2y2 +  y4 -  (x2 +  y2)(1 +  y2) 
P(x; y) =  (x2 +  y2)2 -  (x2 +  y2)(1 +  y2)
P (x: y) =  (x2 +  y2) [x 2 +  y2 -  1 -  y 2]
P (x; y) =  (x2 -  y 2)2[x2 -  1]
P (x; y) -  (x2 +  y2)(x +  1)(x  -  1)
Luego, e l p o lin o m io  p re se n ta  tre s  fa c to re s  p ri­
m os: (x2 +  y 2): (x +  1): (x -  1)

A s p a  s im p le . F o rm a  g e n e ra l de  p o lin o m io  a fa c ­
to riza r.

P (x; y) =  A x 2n +  B xny m +  C y 2m 

P (x) =  A x 2n +  B x n +  C

D onde : m; n e  IN

P ro c e d im ie n to : se d e sc o m p o n e  los e x tre m o s  tra ­
ta n d o  de  b u sc a r el té rm in o  cen tra l.

P (x; y) =  A x 2n +  B x ny m +  C y 2m

a ,x

a 2x r

c ,y n

B xny m (té rm in o  ce n tra l) 
D onde : B xny m =  (a2C! +  a 1c 2)x lly m 
Lu eg o : P (x; y) =  ( a ^ "  +  c 1y m)(a2x n +  c2y m)

cVlota : -
P (x) = a x2 +  bx +  c; a #  0 A a; b; c  e  ©  es 
fa c to r iz a b le  en ©  o  b2 -  4 a c  es  un c u a d ra ­
do  pe rfec to .
P (x) =  a x 2 +  bx +  c; a A 0 a  a; b: c  e  IR es 
fa c to r iz a b le  en IR «  b2 -  4 a c  >  0

E je m p lo s :
• P (x) =  x 2 +  5x +  1

A n a liz a n d o  el d isc r im in a n te  se  tiene :
A =  52 — 4 (1 )(1 ) >  0
.-. P(x) es factorizable en IR: pero prim o en ©

• P (x) =  2 x 2 +  3x -  1 
A n a liz a n d o  e l d isc r im in a n te  
A =  3 2 -  4 (2 ) (1 ) => A =  1

E je m p lo s :
F a cto riza r:
P(x; y) =  3x2 +  2 0 xy  +  12y2

3xx 2 y
x - ^ K ^ + 6 y

2xy 1 
18xy r  (+ )  

’ 20xy

Lu eg o : P (x; y) =  (3x +  2 y )(x  +  6y), el p o lin o ­
m io  p re se n ta  dos  fa c to re s  p rim os.

Fa cto rice :
P (x) =  14x2 — 3x -  11

1 4 x  \ í / r  11 => 11 X j

-1 4 X  [  (+ )
— - 3 x  

Luego:
P (x) =  (14 x  +  11 )(x -  1)
El p o lin o m io  p re se n ta  do s  fa c to re s  p rim os.

A s p a  d o b le . F o rm a g e n e ra l de l p o lin o m io  a fa c ­
to riza r.

*  \ | >  11 
x ^ ^ - 1
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P(x; y) =  A x2n +  B xnym +  C y2m +  D xn +  Eym +  F 

t i  t3 *4 t6

D onde : m; n e  IN 

P ro c e d im ie n to :
Se ap lica  do s  v e ce s  a sp a  s im p le  en  los s ig u ie n te s  
té rm in o s : t-,, t2, t3 a  t3, t5, t6
F in a lm e n te  so lo  pa ra  c o m p ro b a r se  a p lic a  o tra  
a sp a  s im p le  con: t , ,  t4, t6

P(x; y) =  A x 2n +  B xny m +  C y 2m +  D x n +  E ym +  F

a i x "  Í1

Luego : P (x ;y ) =  (a ,x n +  c ^ " 1 +  L,) (a2x n + c 2y m +  f2) 

E jem p lo :

Facto riza r:

P (x; y) =  15x2 +  11 xy  +  2 y 2 +  16x +  6y  +  4 

5x  2

Luego : P (x; y) =  (5x  +  2 y  +  2 )(3 x  +  y  +  2) 
e l p o lin o m io  p re se n ta  dos  fa c to re s  p rim os.

A s p a  d o b le  e s p e c ia l. F o rm a  g e n e ra l de l p o lin o ­
m io  a fa c to riza r.

P (x) =  A x 4n +  B x3n +  C x2n +  D x n +  E

D on de : n e  IN

P ro c e d im ie n to : S e  d e s c o m p o n e  lo s  e x tre m o s  
tra ta n d o  d e  b u s c a r un a p ro x im a d o  al té rm in o  
c e n tra l:

P (x) =  A x 4n +  B x3n +  C x 2n +  D x n +  E

B a lan ce : y
T enem os : (a 1e 2 +  a 2e 1)x2n \
Fa lta : (C  -  a 1e 2 -  a 2e 1)x2n =  ( £ x ^ ) =  ( f1x Il)(f2x n) 
Luego:
P (x) =  (a-ix211 +  f.,xn +  e 1)(a2x 2n +  f2x n +  e 2)

E je m p lo :
F a cto rice :

P (x) =  x4 +  3 x 3 +  7x2 +  7x +  6

B a lance :
T enem os : 5 x 2 
Fa lta : 7 x 2 -  5x2 =  ( § )
P (x) =  (x2 +  2x  +  3 )(x2 +  x +  2)
El p o lin o m io  p re se n ta  do s  fa c to re s  c u a d rá tico s  p ri­
m os  (x2 +  2x +  3); (x2 +  x +  2).

D iv is o re s  b in ó m ic o s . S e  ap lica  pa ra  fa c to r iz a r 
p o lin o m io s  que  a d m ite n  p o r lo m e no s  un fa c to r li­
neal.

R aíz  de un p o lin o m io . S ea P (x) un p o lin o m io  de 
g ra d o  n >  1.

a es ra íz  de  P (x) «  P (a ) =  0 

Es decir, ra íz  es el v a lo r q u e  a n u la  al po lin om io .

E je m p lo :
P (x) =  x 3 +  7x -  8
x  =  1 => P (1 ) =  0 => 1 es ra íz  de  P (x)

P o s ib le s  ra íc es  ra c io n a le s  (P R R )
Sea: P (x) =  a 0x n +  a-|Xn ~ 1 +  ... +  a n _ ,x  +  a n 
D onde : a 0: a n ¿  0

[ D iv iso re s  de  I a n I
P R R  =  ± ---------------------- !— H

D iv iso re s  de  | a 0 1

E jem p lo :

P (x) =  2 x 3 +  5x2 -  4x  -  3
P r r  _  +  f D iv iso re s  de  3 j 

[D iv is o re s  de  2 j

PRR= H H H , ; ? 3;f l
P R R  =  ±1; +  ± 3; ± -

2 2

Lu eg o  el p o lin o m io  P (x) p o s ib le m e n te  se an u le  
pa ra  a lg u n o s  de  e s to s  va lo res .
Si: x =  1 ^  P (1 ) =  0

=> 1 es una ra íz  ra c io n a l de  P (x)
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TEOREMA DEL FACTOR
S ea  P (x) un p o lin o m io  ta l q u e  g ra d o  de  P (x) >  1

P (a) =  0 o  (x -  a) es  un fa c to r  de  P (x)

E je m p lo :
P (x) =  x3 +  2 x 2 -  4x  -  8
SI: x  =  2 =3 P (2 ) =  0
=s (x -  2 ) es un fa c to r de  P (x)
Lu e g o  el p o lin o m io  se  p u e d e  e x p re sa r de  la fo rm a : 
P (x) =  (x -  2 )Q (x )

P ro c e d im ie n to  p a ra  fa c to r iza r
S ea  P (x) el p o lin o m io  a fa c to r iz a r p rim e ro  b u sc a ­
m os  una ra íz  ra c io n a l (se a  a d ich a  ra íz).
L u e g o  P (a) =  0 y  p o r el te o re m a  de l fa c to r (x -  a) 
es  un fa c to r  de  P (x) e n to n ce s  el p o lin o m io  se  p u e ­
de  e x p re sa r d e  la fo rm a : P (x) =  (x  -  a) q (x )
D o n d e  q (x ) es el c o c ie n te  de  la s ig u ie n te  d iv is ió n : 
P (x ) en d o n d e  pa ra  h a lla rla  se  a p lic a  R uffin i.

EJERCICIOS RESUELTOS

1. F a c to riza r P (x) =  x 3 -  2x2 -  2x  -  3 

R esolución:
B u s ca m o s  las p o s ib le s  ra íce s  rac io na les .

P R R  =  ± =  +  1, ± 3

D e aquí 3 es una raíz racional porque P(3) =  0 
y  po r te o rem a  (x -  3) es un fa c to r  de  P (x), 
luego : P (x) =  (x -  3 )Q (x). H a lla n d o  Q (x) po r

P (x )
R uffin i, en la s ig u ie n te  d iv is ió n :  --

x  -  3

1 - 2  - 2 - 3
3 3 3 3

1 1 1 0

coef. de  q(x)

=> P (x) =  (x -  3 )(x2 +  x  +  1)

P (x) =  (x -  3 )(x 2 +  x +  1)
L u eg o  el p o lin o m io  tie n e  2 fa c to re s  p rim os.

2. D e s co m p o n e r en fa c to res :
x 3y +  x 2y2 -  x 2yz  +  y z 3 -  x yz 2 +  x z 3 -

y 2z2 -  x 3z

R esolución:
E =  x 3y  -  x 3z  +  x2y2 -  x 2y z  -  y 2z2 +  y z 3 -

xyz 2 +  x z 3 
E =  x 3(y -  z) +  x2y (y  -  z ) -  y z 2(y -  z ) -

xz 2(y -  z)
E =  (y  -  z ) [x 3 +  x 2y  -  y z 2 -  x z 2]
E =  (y  -  z )[x 2(x +  y) -  z 2(x  +  y)]
E =  (y -  z )(x  +  y )(x 2 -  z 2)
E =  (y -  z )(x  +  y )(x  +  z )(x  -  z)

3. B u s ca r e l e q u iva le n te  d e  la e xp re s ió n : 
b2 +  c2 -  a 2 -  d 2 +  2ad +  2b c  

R esolución:
(b2 +  2 b c  +  c2) -  (a 2 -  2ad  +  d 2)
(b +  c )2 -  (a -  d )2
P or d ife re n c ia  d e  cu a d ra d o s :

(b +  c  +  a -  d )(b  +  c -  a +  d)

4. H a lla r uno de  los fa c to re s  de: x6 -  x2 -  8x  -  16 

R esolución:
A g ru p a n d o  c o n v e n ie n te m e n te :
E =  x 6 -  (x2 +  8x  +  16)
P la n te a n d o  la d ife re n c ia  de  cu a d ra d o s :
E =  (x3)2 -  (x +  4 )2

E =  (x3 +  x +  4 ) (x 3 -  x -  4 )

5. D e s co m p o n e r el b in o m io  x4 +  4 y 4 en e l p ro ­
d u c to  d e  do s  b in o m io s  rea les .

R esolución:
S u m a n d o  y re s ta n d o  4 x 2y2, se  tiene : 
x4 +  4 y 4 =  (x4 +  4 x 2y2 +  4 y 4) -  4 x 2y2 
x4 +  4 y 4 =  (x2 +  2 y 2)2 -  (2 x y )2 
x4 +  4 y 4 =  (x2 +  2 x y  +  2 y 2)(x 2 -  2xy  +  2 y 2)

6. U no  de  los fa c to re s  de  x4 +  2 x 2 +  9 es: 

Resolución:
S e  g e n e ra  una d ife re n c ia  d e  c u a d ra d o s  q u i­
ta n d o  4 x 2 y  p o n ie n d o  4 x 2. As í:
E =  x4 +  2 x 2 +  4 x 2 +  9 -  4 x 2 
E =  (x4 +  6x2 +  9 ) -  4 x 2 
E =  (x2 +  3 )2 -  (2 x )2 
E =  (x2 +  2x +  3 )(x 2 -  2x +  3)

7. F a c to r iz a r e l s ig u ie n te  po lin o m io : 
a 2 +  2ab  +  b2 -  2a  -  2b  -  35

R esolución:
A g ru p a n d o  c o n v e n ie n te m e n te , se  logra:
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(a +  b )2 -  2 (a  +  b) -  35
( a + b )   7
(a +  b) + 5

(a +  b — 7)(a  +  b +  5)

[^ E J E R C IC IO S  PROPUESTOS " I

1. F a c to rlza r: 3 a 3b -  4 a 2b +  3a c  -  4c , d a r uno 
de  sus fa c to re s .

a ) a 2b +  c 3 b) ab +  c  c) 3a  -  4
d ) 2a  -  3  e ) 3a +  4

2. F a c to riza r: 2 a 3 +  b 3 -  a 2b -  2 a b 2 e in d ic a r un 
factor.

a) a +  2 b) 2 +  b c) 2b  -  a
d ) a -  b e ) b -  2

3. C u á n to s  fa c to re s  p rim o s  tiene : a 7b 5 -  a 3b9

a) 2 b ) 3 c) 4
d ) 5 e ) 6

4. F a c to riza r: (a3 +  b 3 +  c3)3 -  a 3 -  b 3 -  c3 e 
in d ic a r e l n ú m e ro  de  fa c to re s  p rim o s

a) 1 b) 2 c) 3
d ) 4 e ) 5

5. In d ica r la s u m a  d e  té rm in o s  de  los fa c to re s : 
6 a 2b2 -  11ab +  3

a) 5a b  -  4  b) 5ab -  1 c) 2ab  -  3
d ) 8a b  e ) ab  -  1

6. F a c to riza r: (x  +  y )4 -  5 x y (x  +  y )2 +  6 x 2y2, in d i­
c a r uno de  sus  fa c to re s .

a) x2 -  y2 b) 2 x 2 -  2 y 2
c) x2 +  y 2 d ) x 2 +  y 2 +  xy
e ) x2 +  y 2 -  xy

7. Factorizar: F(x) =  (x2 +  x +  1)2 -  16x(x +  1) +  23, 
s e ñ a la r q u e  fa c to r  no p e rte n e c e  a F(x).

a ) x -  3 b) x  -  1 c) x +  1
d ) x +  2 e ) x +  4

8. F a c to riza r: (x2 +  5 )2 +  13 x(x2 +  5) +  4 2 x 2
in d iq u e  la s u m a  de  c o e fic ie n te s  de  un fa c to r 
prim o.

a) 5  b) 6  c) 2
d ) 4  e ) ha y  2 resp u e s ta s .

9. Factorizar: P(x, y) =  (x +  y +  3)2 +  7x +  7y +  3 
e in d iq u e  q u é  fa c to r es  prim o .

a ) x  +  y  +  9 b ) x  +  y -  2  c ) x  +  y  +  2
d) x  +  y +  1 e ) x +  y +  10

10. F a c to riza r: H (x; y) =  5 4 x 8 +  2 1 x 4y 2 -  2 0 y 4 e 
in d iq u e  un fa c to r p rim o .

a) 6x4 -  5 x 2 b) 9x4 -  4 y 2 c) 9 x4 +  5y2
d) 6x4 +  4 y 2 e ) 3x2 +  2y

11. F a c to riza r: F(x; y) =  (x2 -  y2)2 -  (y2 -  1)2, in ­
d ic a r un fa c to r p rim o .

a) x +  y b) x -  y  c) x +  1
d ) x 2 +  y e ) y -  1

12. F a c to riza r: R (x; y) =  y2 -  x 2 +  6x  -  9, In d ica r 
e l fa c to r p rim o  de  m a yo r sum a  de  coe fic ien tes .

a) y  +  x  -  3 b) y -  x +  3 c ) x  +  y  +  2
d) x +  2y  -  1 e ) y +  2 +  3x

13. F a c to riza r: 81 a4 +  9 a 2 +  1, d a r el p ro d u c to  de 
té rm in o s  d e  uno  de  sus  fa c to re s .

a) 9 a 2 +  1 . b) - 2 7 a 3 c) 27a
d) a 3 e ) 27

14. H a lla r la d ife re n c ia  de  ios fa c to re s  p rim o s  de: 
P (x) =  (x +  1)(x +  2 )(x  +  3 )(x  +  4 ) -  3

a) x b) 2 c ) 1 d ) 4 e) x 2

15. H a lla r el fa c to r p rim o  q u e  m ás  v e ce s  se  rep ite : 
P (x) =  x4 +  7 x 3 +  17x2 +  17x +  6

a) x +  1 b) x +  2 c) x +  3
d) x -  3 e ) x -  2

16. F a c to riza r: P (x ) =  x 3 -  12x2 +  4 7 x  -  60 e  in ­
d iq u e  la su m a  de los té rm in o s  in d e p e n d ie n te s  
de  sus  fa c to re s  prim os.

a ) 10 b ) —14 c) 19
d) 12 e ) —12

17. F a c to r iza r:
(a -  b )2(c -  d )2 +  2 a b (c  -  d )2 +  2 c d (a 2 +  b2) 
e in d ic a r la su m a  de  sus  fa c to re s .

a) a 2 +  b2 b) c2 +  d 2
c) a 2 +  b2 +  c2 +  d 2 d) a 2 -  b +  c
e) c2 +  b
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18. In d ica r la s u m a  de  los fa c to re s  p rim o s  o b te n i­
dos  al fa c to riz a r: P (x) =  8 x 3 -  12x2 -  2x  +  3

a ) 6x b) 6x  -  3 c) 8x +  1
d ) 9 x  -  1 e) 6x -  1

19. F a cto riza r: F (x) =  2 4 x 3 +  17x2 +  11x +  3 e In­
d iq u e  la su m a  de  c o e fic ie n te s  de  sus  fa c to re s  
prim os.

a) 3 b) 15 c) 7
d ) 27  e ) 11

20. S e ñ a la r el v a lo r  de  m pa ra  que:
P(x; y) =  2 x2 +  m xy  +  3y2 -  5y -  2  pueda  e xp re ­
s a rse  c o m o  la m u ltip lica c ió n  de  2 po lin o m io s .

a ) 0 b ) 7 c )1
d ) 5 e ) - 3

21 . Factorizar: (a +  b +  c +  d )2 -  a2 -  b2 -  ac  -  ad
in d ic a r lu e g o  un o  de  los fa c to re s  prim o s.

a) a +  2c  +  d b) d +  2b  +  c c) a +  b +  c
d ) a  +  b +  d e ) b  +  c +  d

22 . F a c to r iz a r  e l p o lin o m io :
x 2 -  y2 +  2 z 2 -  z 2 -  8x  +  16, de  có m o  re s ­
p u es ta  la su m a  a lg e b ra ica  de los té rm in o s  In­
d e p e n d ie n te s  de  los fa c to re s  p rim os.

a ) - 8  b) 8 c) 4
d ) - 4  e) 0

23. A l e s c r ib ir  el po lin om io :
x 7 -  4 x 6 +  2 x 4 -  3 x 3 +  x 2 -  1 ba jo  la fo rm a  
(x -  1 )a(x +  1 )b h a lla r el v a lo r de  a -  b.

a) 1 b) 2 c) — 1 d ) —2 e) 3

24. In d iq ue  uno  de  los fa c to re s  p rim o s  en: 
b 3(a -  c2) +  c3(b -  a 2) +  a b c fa b c  -  1) +

a 3(c -  b2)

a) a 2 -  b b) c2 -  b c) c2 -  c
d) a 2 -  c e ) a 2 +  b

25. In d iq u e  la su m a  de  fa c to re s  p rim os:
8 (a  +  b +  c )3 -  (a +  b )3 -  (a +  c )3 -

[b 3 +  3 b c(b  +  c) +  c 3]

a) 4 a  -  4 b  -  4 c  b) 4 a  +  4b  +  4c
c) 4 a  +  3b +  c d ) 4 a  +  3b +  c
e ) 4 a  +  3b  +  3c

26 . In d iq ue  el nú m e ro  d e  fa c to re s  prim os:
(1 8 c  +  7b  +  6 a )(a  +  3c  +  3b ) +  3 b 2

a ) 3 b) 4 c) 5
d ) 6 e ) 2

27 . In d iq u e  la s u m a  d e  fa c to re s  p rim o s  en:
a4 +  5 b c 2 -  a2b -  a 2c2 -  2 b 2 -  2 c4

a) 2 a 2 -  b c2 b) 2 a 2 +  b +  c
c) 2 a 2 +  b -  c2 d ) 2 b 2 -  a -  c
e) 2 c 2 -  b +  c

28. In d iq u e  el nú m e ro  de  fa c to re s  p rim o s  en:
(x2 +  5 +  7 x )2 +  3x2 +  5 +  21x

a) 1 b ) 2 c) 3
d ) 4 e ) 5

29. In d iq u e  un o  de  lo s  fa c to re s  p rim o s  en: 
a3 +  b3 -  6a b  +  8

a) a +  b +  3 b) a +  b +  2 c) a +  b +  6
d ) a +  b +  5 e ) a +  b +  1

30. In d iq u e  la sum a  de  fa c to re s  p rim o s  en:
(a2 -  b2 -  c2)2 -  4 b 2c2

a ) 4 a  b) 2a  c) a
d )  0 e ) 5a

1. c 7 .  c 1 3 .  b 1 9 .  e 2 5 .  b

2 . d 8 .  e 1 4 .  d 2 0 .  b 2 6 .  e

3 . d 9 .  d 1 5 .  a 2 1 .  b 2 7 .  a

4 . c 1 0 .  e 1 6 .  e 2 2 .  a 2 8 .  c
5. a 1 1 . c 1 7 .  c 2 3 .  a 2 9 .  c
6. c 1 2 .  b 1 8 .  b 2 4 .  a 3 0 .  a



FRACCIONES ALGEBRAICAS

MAXIMO COMUN DIVISOR (MCD)
D e do s  o m ás  e x p re s io n e s  a lg e b ra ica s , es  la e x ­
p re s ió n  de  m a y o r g ra d o  p o s ib le  q u e  e s tá  co n te n id a  
c o m o  facto r, un n ú m e ro  e n te ro  de  v e ce s  en  d ich as  
e xp re s io n e s . P ara  d e te rm in a r el m á x im o  com ú n  
d iv is o r se fa c to r iz a n  las e x p re s io n e s  y  se  fo rm a  el 
p ro d u c to  de  los fa c to re s  c o m u n e s  con  su m e n o r 
exp o n e n te .

MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO (MCM)
D e do s  o m ás  e x p re s io n e s  a lg e b ra ica s , es  la e x ­
p re s ió n  de  m e n o r g ra d o  po s ib le  qu e  c o n te n g a  
un nú m e ro  e n te ro  d e  v e ce s  co m o  fa c to r  a d ich as  
e x p re s io n e s . P ara  d e te rm in a r el m ín im o  com ú n  
m ú ltip lo  se fa c to riz a n  las e x p re s io n e s  y  se  fo rm a  
el p ro d u c to  de  los fa c to rs  c o m u n e s  y  no c o m u n e s  
con  su m a yo r e x p o n e n te .

E je m p lo s :

1. H a lla r el m á x im o  co m ú n  d iv is o r y el m ín im o  
co m ú n  m ú ltip lo  de:

R esolución:
En A: A  =  x4(x -  a ) -  a4(x -  a)
Extrayendo facto r com ún y desarro llando x4 -  a4: 
A  =  (x -  a )(x 2 +  a2)(x + a )(x  -  a); f in a lm e n te : 
A  =  (x -  a )2(x2 +  a 2)(x +  a)

En B: e x tra y e n d o  fa c to r  com ún:
B =  x (x 3 -  ax2 -  a 2x +  a 3)
B =  x [x 2(x -  a) -  a 2(x -  a)]
B =  x (x  -  a )(x  +  a )(x  -  a); f in a lm e n te :
B =  x (x  -  a )2(x + a)
M C D (A ; B): (x -  a )2(x +  a)
M C M (A ; B): x (x  -  a )2(x +  a )(x 2 +  a 2)

2. H a lla r el M C D  y e l M C M  de:
A  =  x2(x2 +  2 y2) +  (y2 +  z2)(y  +  z )(y  -  z)

= (x2 +  y 2)(x2 +  y2 +  2z2) +  z4B
C =  x 4 a  2 x 2 z 2 +  z 4

R esolución:
F a c to riza n d o  s e p a ra d a m e n te  ca d a  e xp re s ió n : 
A  =  x4 +  2 x 2y 2 +  (y2 +  z 2)(y2 -  z 2)
A  =  (x4 +  2 x 2y2 +  y4) -  z4 =  (x2 +  y 2)2 -  (z2)2

A  =  (x2 +  y 2 f  z 2)(x2 +  y2 -  z 2)
B =  (x2 +  y 2)2 +  2 z 2(x2 +  y2) +  z4 
B =  (x2 +  y 2 +  z 2)2
C =  (x4 +  2x2z 2 +  z 4) -  y4 =  (x2 +  z 2)2 -  (y2)2 
C =  (x2 +  z 2 +  y2)(x2 +  z 2 -  y 2)*
M C D (A ; B; C ) =  x2 +  y2 +  z2
M C M (A ; B: C ) =  (x2 +  y2 +  z 2)2(x2 +  y2 -  z 2)

(x2 +  z 2 -  y2)

3. H a lla r el M C D  y el M C M  de:
A  =  x 3 +  5x2 +  8x  +  4
B =  x 3 +  3x2 -  4
C =  x3 +  6 x 2 +  12x +  8

R esolución:
F a c to riza n d o  cada  exp re s ió n :
A  =  (x3 +  2 x 2) +  (3 x2 +  8x +  4 ) fa c to r iz a n d o  

p o r a sp a  s im p le  e l s e g u n d o  pa rén tes is :
3x  + 2

+2

A  =  x 2(x +  2) +  (3x  +  2 )(x  +  2)
A  =  (x  +  2 )(x 2 +  3x  +  2)
F a c to riza n d o  p o r a sp a  s im p le  e l s e g u n d o  p a ­
rén tes is :

- +2:x+1
A  =  (x +  2 )(x  +  1 )(x +  2 ) =  (x +  1)(x +  2 )2 
B =  x 3 +  3 x 2 -  4  =  x 3 -  x2 +  4 x 2 -  4 
F a c to riza n d o  en los do s  p rim e ro s  y en los dos  
ú ltim os  té rm in o s :
B =  x 2(x -  1) +  4 (x 2 -  1)
B =  x 2(x -  1) +  4 (x  +  1 )(x -  1)
B =  (x -  1 )(x2 +  4x  +  4 ) =  (x -  1 )(x +  2 )2 
C  =  x 3 +  6 x 2 +  12x +  8 =  (x3 +  8) +

(6 x2 +  12x) =  (x3 +  2 3) +  (6x2 +  12x) 
C  =  (x +  2 )(x 2 -  2x +  4 ) +  6x (x  +  2)
C  =  (x +  2 )(x 2 -  2x +  4 +  6x)
C  =  (x +  2 )(x 2 +  4 x  +  4 ) =  (x +  2 )(x  +  2 )z
C =  (x +  2 )3
M C D (A ; B; C ) =  (x +  2)
M C M (A ; B; C ) =  (x +  2 )3(x  +  1)(x  -  1)
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FRACCIONES ALGEBRAICAS
E s fra cc ió n  a lg e b ra ica  to d a  a q u e lla  e x p re s ió n  qu e  
tie n e  p o r lo m e n o s  una le tra  en e l d e n o m in a d o r.

E je m p lo s :
1 2x +  3y  ^ _2 4 54)( /  4zb
X X -  z

S ig n o s  de un a  fra c c ió n . En una fra cc ió n  se  ha llan  
tre s  s ignos:
1. S ig no  de l n u m e ra d o r
2. S ig no  d e l d e n o m in a d o r
3. S ig n o  de  la fra cc ió n

CAMBIOS DE SIGNOS EN UNA FRACCIÓN
1. C u a n d o  no hay fa c to re s  in d ic a d o s . En to da

fra cc ió n  se  p u e d e  c a m b ia r do s  d e  sus  tre s  s ig ­
nos  y la fra cc ió n  no se  a lte ra . As í:

p     — 3 _ + 3
+ b +  b -  b

1 1

E jem p lo :

S im p lific a r: E

R esolución:
C a m b ia n d o  de  s ig n o  a la fra cc ió n  y a l n u m e ra -

ib 2 - a 2)

(b 2 -  a 2)
-1

C u a n d o  la fra c c ió n  tie n e  fa c to re s  in d ic a ­
dos . En to d a  fra cc ió n  si se  ca m b ia  d e  s ig n o  
a un n ú m e ro  p a r de  fa c to re s , la fra cc ió n  no  se  
a lte ra ; si se ca m b ia  de  s ign o  un n ú m e ro  im p a r 
de  fa c to re s , la fra cc ió n  ca m b ia  de  s ign o . Así:

E jem p lo :

S im p lifica r: E
(a -  b) (a -  c) 
(b -  a ) (c -  a)

Resolución:
C a m b ia n d o  d e  s ign o  a los do s  fa c to re s  de l de 

(b -  a )(a  -  c)
n o m in a d o r se  o b tie n e : E =

(b -  a )(a  -  c)

1 1
E jem plo :
S im p lifica r: E = - ,  .

( a - b ) ( a - c )  ( a - b ) ( c - a )

R esolución:
C a m b ia n d o  de  s ig n o  al fa c to r  (c  -  a ) en la s e ­
g u n d a  fra cc ió n , se  ob tiene :

■ = 0
( a - b ) ( a - c )  ( a - b ) ( a - c )

S im p lif ic a c ió n  d e  fra c c io n e s . P ara s im p lif ica r 
una fra cc ió n  se  fa c to riz a  el n u m e ra d o r y el d e n o ­
m in a d o r y  se  e lim in a  los fa c to re s  c o m u n e s  que  
acep tan .

EJERCICIOS RESUELTOS

S im p lific a r:
x 3 +  (2 a  +  b )x 2 +  (a 2 +  2 a b )x  +  a 2b 

x 3 +  (a  +  2 b )x 2 +  (b 2 +  2 a b )x  +  a b 2

R esolución:
E fe c tu a n d o  o p e ra c io n e s  in d icad as : 

x 3 +  2 a x 2 +  b x 2 +  a 2x  +  2 a b x  +  a 2b 
x 3 +  a x 2 +  2 b x 2 +  b 2x +  2a b x  +  a b 2 

O rd e n a n d o  y  fa c to riz a n d o : 

x ( x 2 +  2a x  +  a 2) +  b ( x 2 +  2a x  +  a 2)
x (x 2 +  2b x  l- b2 ) +  a ( x 2 +  2b x  +  b 2)

C a d a  p a ré n te s is  es un b in o m io  al cuad rad o :

(x  +  a )2 ( x +  b ) ^  x +  a 
(x  +  b)2 (x  +  a ) x +  b

a b íx 2 +  y 2 ) +  x y ía 2 +  b 2)
2. S im p lific a r: E =

a b (x 2 -  y 2) +  x y (a 2 -  b 2)

R esolución:
E fe c tu a n d o  o p e ra c io n e s  in d icad as :

^  _  a b x 2 +  a b y 2 +  a 2xy  +  b 2xy 

a b x 2 -  a b y 2 +  a 2x y  -  b 2xy

a x íb x  +  a y ) +  b y fa y  +  bx ) 
a x (b x  +  a y ) -  b y (a y  +  bx )

(b x  +  a y )(a x  +  b y ) ax +  by
(b x  +  a y )(a x  -  by ) ax -  by

3. S im p lific a r: E =
(x +  1)(x2- 9 ) ( x - 5 )  +  27  

(x + 2)(x2 -  16 ) (x -  6 ) + 48

Resolución:
D e s co m p o n ie n d o  la d ife re n c ia  de  cu a d ra d o s :
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_  ( x + 1 ) ( x  +  3 ) ( x - 3 ) ( x - 5 )  +  27  
(x  +  2 ) (x  +  4 ) ( x  -  4 ) (x  -  6 ) +  48  

(x  +  1)(x -  3 ) (x  +  3 ) (x -  5 ) +  27 
~~ (x  +  2 ) (x  -  4 ) ( x  +  4 ) (x  -  6 ) +  48  

E fe c tu a n d o  los p ro d u c to s  d e  do s  en  dos:

_  ( x 2 -  2x -  3 ) (x 2 -  2x -  151 +  27 
( x 2 -  2x -  8 ) ( x 2 -  2x -  2 4 ) +  48  

H a c ie n d o  x 2 -  2x  =  y:

( y - 3 ) ( y - 1 5 )  +  27 y 2 - 1 8 y  +  45 +  27
E =  -

E =

(Y -  8 )(y  -  24 ) +  48 y 2 _  32y +  192 +  48 

y 2 -  18y +  72 (y  — 12 )(y  — 6) y - 6
y 2 -  32y +  240 (y  -  2 0 )(y  -  12) y -  20 

x 2 -  2x  ~  6R e p o n ie n d o  v a lo re s  de  y: E
x 2 -  2x  -  20

4. R e d u c ir a su m ín im a  e xp re s ió n :

E = ab -  b
ab ab -  a 

R esolución:
R e p re se n ta n d o  c o n v e n ie n te m e n te : 
c  a 2 -  b 2 b ( a - b )

ab - a ( a  -  b)

ab  a

E — =*
b a a

E =  —7- — —r- +  -
ab  ab  a

5. Si x ±1, h a lla r e l p ro du cto :

( x +  1)2(x 2 - x  +  1)2

(x 3 + 1 )2

( x -  1)2(x 2 +  x + 1)2

(x 3 -  1)

R esolución:
T ra b a ja n d o  en e l in te r io r de  ca d a  co rch e te :

(x  +  1)2(x 2 - x  +  1)2]2 r( x -  1)2(x 2 +  x +  1)2
p  =

(x 3 +  1)2 (x 3 -  1)

( x 3 +  1) ( X 3 ~  1)2

( X 3 -  1)2( x 3 +  1)2 

P =  [ I ] 2 A  [1 ]2 a P  =  1

6. H a lla r e l p ro du cto :

E =  ( i ± Á _ J _ z A y J L  +  4 “ X
1 -  x  1 + x / \ 4 x  4

R eso lución:
T ra b a ja n d o  con  ca d a  fa c to r:
(1 + X )2 - ( 1  - x ) 2 4x

(1 + x ) (1  - x )  1 - x 2

3 +  x 2 -  4 x 2 3(1 ~ x 2)
4x 4 x

E Á 3 (1 - x 2 ) \ =  3
1 — x ¿ 4x

7 .  R e d u c ir a su m ín im a  e x p re s ió n :

E _  a +  (a 2 -  1)1/2 a -  (a 2 -  1)1/2

a -  (a 2 -  1)1/2 a +  (a 2 -  1)1/2

R eso lución:
H ac ien do : (a 2 -  1 )1/2 =  x

E =
a +  x  a - x  (a  +  x )2 -  (a  -  x )2
a - x a +  x 

4a xE =

R e p o n ie n d o : E :
4 a (a 2 -  1)1'2 4 a (a 2 -  1)1/

e  =  4 a (a 2 -  1 )1/2

8. E fe c tu a r la s ig u ie n te  s im p lif ica c ió n : 
8xy

E =
4 x 2 +  2 x y  +  y 2

8 x 3 +  y 3 

8 x 3 -  y 3
2V 

2x  +  y

Reso lución:
T ra b a ja n d o  con  ca d a  un o  d e  los m ie m b ro s  de 
la fra cc ió n :

8x2 +  4xy  +  2 y 2 -  8xy 2 (4 x 2 -  2xy +  y2)
4x +  2xy +  y (4 x 2 +  2xy +  y 2

D =
(2 x  +  y ) (4 x 2 -  2 x y  +  y 2)

(2 x  -  y ) (4 x 2 +  2 x y  +  y 2) 

E =  N /D  =  2

2x -  y
2x +  y



4 6  | C o l e c c ió n  E l P o s t u l a n t e

9. R educ ir: 

E —-----------
1 ■

1 + a - 2az 
" 1 -  a

T -4  + 2W [(a + -¿Mxd + a)l

R esolución:
E fe c tu an do  op e ra c io ne s , de ab a jo  ha c ia  arriba: 

1 (1 + a)E =

1 + a(1 - a )
(1 + a 2

- x -

E =  (1 + a 2) ; , (1 + a )
( 1 + a )

l a 4

(1 +  a 2) (1 +  a ) . a  _
( 1 + a )  X (a 2 +  1) _ a

10. S im p lif ic a r la exp re s ió n :

E = 1 -  a 2
(1 +  a x )2 - ( a  +  x )2 

R esolución:
T ra b a ja n d o  con  el d e n o m in a d o r de  la fra cc ió n  
y  re p re s e n ta n d o  la d ife re n c ia  d e  c u a d ra d o s :

(1 +  ax +  a +  x)(1 +  ax -  a -  x) 

A g ru p a n d o  y fa c to riz a n d o :
[(1 +  a ) +  x(1 +  a)] . [(1 -  a) -  x(1 -  a)]
(1 +  a)(1 +  x)(1 -  a)(1 -  x)

=> (1 -  a 2)(1 -  x2)
1 — a 2 1Toda la fra cc ió n : E =    — =  -

(1 -  a )(1 -  x ) 1 — x

11. H a lla r la e x p re s ió n  e q u iv a le n te  a:

mi -  m!n + m n2 _ n3
, - 2 7  3

/ m

R esolución:
Sabemos que: |m  -  n | =  ^  -  m_J2 +  m n 2 -  n 3

R e e m p la z a n d o : E
\ 3

12. S im p lific a r: E
E - i f í a - i

P2- Í Í > 4
R esolución:
F a c to r iza n d o  las d ife re n c ia s  d e  c u a d ra d o s  en 
el p rim e r p a ré n te s is  de l n u m e ra d o r y  d e n o m i­
nador:

E =

E =  ■

E =

E =

K í i - i

a + ¿
n

a 1
-n a b  +  1 n ab  -  1

3 b b b

b +  ia b - 1a
ab  +  1 

a
ab  -  1 

a

/ a ,° 
m =  1 E =  1

I " - EJERCICIOS P R O PU E STO S ''|

1. H a lla r el M C D  de:
P (x) =  (x +  1)2(x -  3 )4(x  +  5 )6 
Q (x ) =  (x +  1 )2(x +  1 )3(x -  3 )2 
R (x) =  (x +  1)4(x  -  3 )3(x +  6 )7

a) (x  +  1)2(x -  3 )2 b ) ( x  +  1)4
c ) ( x  +  6 )7 d ) (x +  1)4(x -  3 )4
e) (x +  1)(x  -  1)(x -  3)

2 .  H a lla r el M C M  de: P (x) =  (x +  1 )2(x -  3 )4
Q (x ) =  (x  -  3 ) 5(x  +  4 )2

a )  ( x  +  1 ) 2 ( x  -  3 ) 5 ( x  +  4 )
b) x  -  3 )6
c) (x  +  1 ) 2 ( x  -  3 )5(x +  4 )2
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d) (x -  3 )4
e) (x +  1 )2(x -  3 ) 4 ( x  +  4 )2

3. H a lla  el M C D  de  las s ig u ie n te s  e x p re s io n e s :
a - 1x n - 1; b Á " - 2; c - ’ x 11- 3

a ) a b cx " b) x n/a b c  c ) x n ~ 3
d ) x n - 2 e) x n ~ 1

4. H a lla r el M C D  d e  las exp re s io n e s :
a x n ~ 3; b x n ~ 4; cxn ~ 5

a )a b c x n ~ 3 b) c )a b c x n ~ 6
abe

d )a b c x n ~ 4 e ) x n ~ 5

5. D ad os  los m o n o m io s :
A (x , y, z ) =  x a ~ 3y b ~ 'z c -  1 
B (x, y, z ) =  x a -  1y b + 3z c 
C (x, y, z ) =  x a ~ 2y b r2z c * 2 
in d iq u e  e l M C M (A ; B; C).

a ) x 10y6 b) x 8y 9z6 c) x 8y 10z6
d ) x 7y 6z 5 e) x 8y 6z 9

6. S ie nd o : A (x ) =  x 2 +  3x  -  10
B (x) =  x4 -  2 5 x 2 
C (x ) =  x 3 +  4 x 2 -  5x 

ha lle  el M C D ÍA ; B; C).

a ) x -  2 b) x  -  1 c) x  +  5
d ) x e ) x (x  -  2)

7. E n c o n tra r el M C D  de  los po lin o m io s :
P (x) =  x 4 -  5 x 2 +  4
Q (x ) =  x 3 +  x 2 -  4 x  -  4 
R (x) =  x 3 -  2x2 -  x +  2

a ) x 2 -  x -  1 b) x2 +  x -  1
c) x2 -  x -  2 d) x2 +  x  +  2
e ) x -  1

8. ¿C uá l de  las e x p re s io n e s  qu e  se  dan  es el
M C D  d e  (3 x3 -  8x  +  8) y  (x3 -  6x -  4 )7

a ) x  +  5 b ) x + 4  c) x  -  5
d ) x +  2 e ) x +  3

9. S i el M C D  d e  los po lin o m io s :
P (x) =  x4 -  9x2 +  m x +  n

Q (x ) =  x 4 +  2 x 3 -  7 x 2 +  px +  q
es x2 -  5x  -  6. H a lle  el g ra d o  de l M C M  de
d ich o s  po lin o m io s .

a ) 1 b) 2 c) 3 d) 6 e) 7

1 0 . E fe c tu a r: á Í ^ x  +  6 , x 2 +  x  -  20 
x  -  x  -

a ) 2 /(x + 1 )  b) 3 /(x —2)
c) (x -2 ) / ( x + 1 )  d ) 3
e ) 2

x2 -  x -  2 , x 2 -  2x -  3 x2 +  4x11. E fe c tu ar:
x2 -  4 x2 -  x -  6 x2 +  6x +  8

a) x +  2 b) x  -  2 c) 1
d ) x  -  4  e) x +  4

12. R ed uc ir:  x2 +  V ■ ■■ -  Á  _  1
xy  +  y  xy  +  x y  x

a) 0 b) x /y  c) y /x
d ) 2 e ) — 1

13. E fe c tu a r: M =  +  1 1
x  + 1 x -  1 x  +  1 x - 1

a) x 2 +  2 b) x  -  2 c) x  +  1
d) x 2 -  2 e) x 2 +  1

(x  +  2 y )2 -  y 2 y 2 -
14. E fe c tu a r: P = - -------------------------- - y

(2 x  +  y ) - x  x - ( 4 x  +  y ) 

a ) -TT— —  b ) ^ ± ^  c) 2x3y +  x  3x +  y  3x +  y
d) 1 e) 2

15. E fe c tu a r:
1 , 1 , 1

( a - b ) ( a - c )  ( b - a ) ( b - c )  ' ( c - a ) ( c - b )

a ) abe  b) a +  b +  c
c) ab  +  be +  a c  d ) 1
e) 0

16. E fe c tu a r: 1 2 2 , x - 1
x - 1  x +  1 x 2 - 1  ( x + 1 ) 2

a) x / ( x - 1 )  b) 1 /(x + 1 )2
c) - 2 / ( x + 1 ) 2 d) 3 /(x + 1 )2
e) 1
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17. E fe c tu ar:
1 1 a - 7 b  , 2 x - 3 yE =  -
7 b - 1 1 a  - 3 y  +  2x

a) 4 b) 3 c) 2 d ) 1

x  +  y  x  +  y
x 2 -  y 3 y 3 -  x z

e ) 0

18. E fe c tu a r: E x 2 -  5 x  +  6 , x +  6x -  27

25
x 2 -  9

■x2 , 2 x + 1

a) 0

d) 2x  -  1
b ) 3

e) 4

9x  +  20

c ) 2

19. H a lla r el e q u iv a le n te  de:
1 , 1s = x(x +  y) (x +  y)(x +  2y) 

1 . 1
(x +  2y) (x + 3y) (x +  3y) (x +  4y)

. n fracciones

1
x(x + y) 

n
x (x  +  ny)

e ) n

20 . E fe c tu a r: N

b)

d)

(x 2 +  2x  -

x(x + y)
1

x (x  +  ny)

a ) 1

(x 2 +  1 f  -  ( x 2 -  2 x  -  1)2

X +  1b ) - i C) 1

d)
x -  1 
x  +  1 e)

x  +  1

1. a 5. c 9. d 13. a 17. e
2. c 6. c 10. e 14. e 18. d
3. c 7. c 11. c 15. e 19. c
4. e 8. d 12. e 16. c 20. a



BINOMIO DE NEWTON

SIMBOLO FACTORIAL
D ado un n ú m e ro  e n te ro  p o s itiv o  n, se  d e fin e  su 
fa c to r ia l al p ro d u c to  d e  los fa c to re s  c o n s e c u tivo s  
d e sd e  la un id ad  ha s ta  d ic h o  n ú m e ro  p ro pu es to .

N o tac ió n :
E x is te n  do s  n o ta c io n e s : n! y [n 

E je m p lo s :
1 ! =  1 
2 ! =  1 > 2 =  2 
31 =  1 x 2 x 3 = 6  
41 =  1 x 2 x 3 x 4  =  24  
51 =  1 x 2 x 3 x 4 x 5  =  120

cY lo ia &/.-■....................................   ,
a! =  1 = » a  =  0 v a ;  
a! =  b! => a =  b 
a! =  a (a -  1)!

En ge ne ra l:

n! =  1 x 2 x 3 x . . . x n  : n e I N

COEFICIENTE BINOMICO
Es un o p e ra d o r m a te m á tico , q u e  se  u tiliza  pa ra  re ­
p re s e n ta r los c o e fic ie n te s  q u e  se  o b tie n e n  al d e sa ­
rro lla r  la p o te n c ia  de  un b ino m io .

N o tac ió n :
U n c o e fic ie n te  b in ó m ic o  se  re p re s e n ta  I I q u e  se
lee  "co e fic ie n te  b in ó m ic o  m s o b re  n ” .

E le m en to s :
1. ín d ic e  s u p e r io r  o b ase . Es el n ú m e ro  q u e  se 

ha re p re s e n ta d o  con  m y  que  tie n e  v a lo r  a rb i­
tra rio .

2. ín d ic e  in fe r io r  u o rd e n . Es el n ú m e ro  e n te ro  
y po s itivo , d e s ig n a d o  con  n, q u e  in d ica  el to ta l 
de  fa c to re s  q u e  ha y  en  e l d e sa rro llo .

D e s a rro llo  g e n e ra l de l c o e fic ie n te  b in ó m ic o

0  =
m (m  -  1) (m  -  2 ) . . .  (m  -  n +  1) 

n (n  -  1 )(n  -  2 ) . . .  1

E je m p lo :
/ 1 2 \ _  (12)(11)(10)(9)(8)  

(5 ) (4 ) (3 ) (2 ) (1 )c i > =  792

P ro p ie d a d e s  de l c o e fic ie n te  b in ó m ic o
1. Si el Indice inferior es cero, el coeficien te vale uno.

( o ) - '

2. S i el ín d ice  in fe rio r es  la und iad , el c o e fic ie n te  
es igua l al ín d ice  s upe rio r: =  m

3. S u m a  de  c o e fic ie n te s  b inó m icos :

Q - ( n T , ) - c ; í )

4. Las  p ro p ie d a d e s  s ig u ie n te s  se  cu m p le n  c u a n ­
do  los e le m e n to s  son n ú m e ro s  na tu ra le s , d e ­
b ie n d o  se r la ba se  m a yo r o ig ua l q u e  el o rden . 
E s to s  o p e ra d o re s  ta m b ié n  se  d e n o m in a n  nú­
m e ro s  c o m b in a to rio s  y se  les re p re s e n ta  por:

C ” - ( n )

'  C "  “  (  n ) =  n ! ( m X  n"|"i

• » ( ™ ) = ( m h n )

• e s - 0 - 1

• C T . Q - 0 ; s ¡ m  - n 

BINOMIO DE NEWTON
S e da  e s te  n o m b re  a la  p o te n c ia  in d ic a d a  de  un 
b inom io .

E je m p lo s :
(a +  b )5; (a -  b )~2; (1 +  x )M/3

DESARROLLO DEL BINOMIO (a  +  b )n 
R eg la  p rác tica : un co e fic ie n te  cu a lq u ie ra  de l d e ­
s a rro llo , se  o b tie n e  m u ltip lica n d o  el c o e fic ie n te  a n ­
te r io r al q u e  d e se a m o s  c a lc u la r p o r el e x p o n e n te  
de  a, y lu e g o  d iv id ie n d o  e n tre  e l e x p o n e n te  de  b 
a u m e n ta d o  en la un idad.

E je m p lo s :
(a +  b )4 =  a4 +  4 a 3b +  6 a 2b2 +  4 a b 3 +  b4 
(a +  b ) “ 2 =  a -2 -  2a ~ 3b +  3a~4b2 -  4 a ~ sb 3 +  ...

O b s e rv a c ió n :
Si el e x p o n e n te  es  e n te ro  n e g a tiv o  o fra cc io n a rio , 
el d e sa rro llo  a d m ite  in fin id a d  d e  té rm in o s .

http://tomaellibroquedeseasydescargalo.blogspot.com/
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TRIANGULO DE PASCAL
N os s irve  pa ra  o b te n e r lo s  c o e fic ie n te s  de l d e sa ­
rro llo  de  un b in o m io  pa ra  e x p o n e n te  na tu ra l.

1 (a + b)° mx x! m!(m + 1)(m + 2)(m  + 3).. .  (m +  x) _  ^RRn
1 1 (a + b )1 3x(m + x ) ! . m . m . m .......m

1 2 1 (a + b )2 x veces
1 3  3 1 (a +  b )3 T ra n s fo rm a n d o  ca d a  e x p re s ió n  in d ic a d a  te

1 4 6 4 1 (a +  b )4 ne m o s:
1 5 10 10 5 1 (a +  b )5 m x (x !)(m  +  x ) l  x i x (x  — 1)1

=  x - =  -  1680 
3 x (m  +  x ) l m x 3x 3x

T é rm in o  g e n e ra l de l d e s a rro llo  de (a + b)

do nd e : (k  t 1) es la p o s ic ión  de l té rm in o .

P ro p ie d a d e s  de l d e s a rro llo  d e  (a +  b )n, n e  2Z+

1. El n ú m e ro  de  té rm in o s  que  re su lta n  es  n +  1.
2. Los  s ig n o s  de  los té rm in o s  se  d e fin e n  de l e s ­

qu em a:
(a +  b )n: + , +  , + ,  + .........+
(a -  b )n: + , + , .... ±

( - a  -  b )n: Si n par: + , + , + , + , .... +  
Si n im pa r: - .......

3. La su m a  de  los c o e fic ie n te s  de l d e s a rro llo  de  
(a a  +  b p )n es: S =  ( a  +  p ) n (en el ca so  p a rtic u ­
la r a  =  |i =  1 resu lta  S =  2 n)

4. La su m a  de  los e x p o n e n te s  de l d e sa rro llo  de
(a  +  ( í)n (n  +  1)

(a “  +  b1) es: S exp =  i   L

5. La p o s ic ió n  de l té rm in o  ce n tra l o  m e d io  de l 
d e sa rro llo  se  c a lc u la rá  con las re lac ion es :

S i n par: n ^  ^

S i n im par: n +  1 . n +  3

EJERCICIOS RESUELTOS

1. P ro p o rc io n a r el v a lo r de x  de 

m
3x CT

1 + ± }U  + 2_¡1 +  — 1...Í1 f i l =  1680 
m m m l mJ

R esolución:
D e s a rro lla n d o  el n ú m e ro  c o m b in a to rio  y e fe c ­
tu a n d o  ca d a  su m a  in d ic a d a  se  cons ig ue :

(x -  1)! =  5040, es decir: (x -  1)! =  7! de donde: 
x  -  1 =  7 =* x =  8

E n c o n tra r el v a lo r de  x  que  ve rifica : 

=  120
C y_4 +  2 C x _3 +  C *_2

R esolución:
T en iendo  en cuen ta  que: 120 =  5! fá c ilm e n te  
d e d u c im o s  q u e : C x : 4 +  2 C x l3  +  C x l 2 =  10 
con la fin a lid a d  d e  u tiliza r la p ro p ie d a d  d e  re ­
d u cc ió n  pa ra  n ú m e ro s  c o m b in a to rio s  e x p re ­
sa m o s  así: la ig u a ld a d  dada :

c;:J + c;:J + c;:5 + c;:J = io

Lu eg o : C x _ 3 +  C x . 2 — C ( ' 2 — 10

D e a c u e rd o  con la p ro p ie d a d  de  c o m p le m e n to  
po d e m o s  e s ta b le c e r que:

(1 ) (2 )(3 )
10 =  (5) (2)

Es de c ir: (x +  1)(x )(x  -  1) =  (5 )(4 )(3 )
I ______________J

x = 4

3. E n c o n tra r el v a lo r de  n pa ra  q u e  el c u a rto  té r­
m ino  de l d e sa rro llo  d e  (x2 -  y )n c o n te n g a  a
x 10.

Resolución:
P or c o n d ic ió n  de l p ro b le m a : t4 =  x 10 ... (I)
H a lle m o s  t4 de l d e sa rro llo  de  (x2 -  y )n segú n  
fó rm u la :

t4 =  C 3(x2)n -  3( - y ) 3 =  -  C 5x2n 6y3 ... (II)

C on ( I)  y  ( I I)  te n e m o s : 2n -  6 =  10 ^  n =  8
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4. E n c o n tra r el c o e fic ie n te  de l té rm in o  q u e  a d m i­
te  a x20 c o m o  p a rte  lite ra l en la e x p a n s ió n  de:

R esolución:
La po te n c ia  d a d a  es: (x3 +  x~ 1)12i se a  T k *  , 
qu ie n  c o n tie n e  a x 20, lu eg o  p o r fó rm u la  se  te n ­
d rá : T k + k =  C l2 (x3)12 “  k(x  "  1 )k =  c ; 2x 36 “  4k 
O b s e rv a r que  el co e fic ie n te  p e d id o  es:

C i2 ... (1 )

P o r c o n d ic ió n : 36  -  4 k  =  20  => k =  4 ... (2)
F in a lm e n te  s u s titu y e n d o  (2) en  (1) te n e m o s : 

(1 2 ) (1 1 ) (1 0 ) (9 )
(1 ) (2 ) (3 )  (4)

5. H a lla r e l v a lo r  d e  n s a b ie n d o  q u e  la d ife re n ­
c ia  e n tre  lo s  g ra d o s  a b s o lu to s  de  los té rm i­
n o s  s e x to  y  d e c im o s e x to  d e l d e s a r ro llo  de
(x4 +  y n)2m es 10.

R esolución:
P or cond ic ión : G A (t6) - G A ( t16) =  10 ... (1)
H a lle m o s  t6 de: (x4 +  y n)2m así:
t6 =  C 2m(x4)2m ~ 5(yn)5 =  C 2mx 8m 20y 6n 

O b s e rv a r que: G A (t6) =  8 m +  5n -  20  ,. . (2 )
H a llem os : t 16 d e  (x4 +  y n) así:
+ _  p 2 m /v4\2m-15/.,n\15 _  f'2 m v8m-60 w15n'16 -  o 15 (x ) (y  ) -  u 15 x  y 
O bse rva r que: G A (t16)! =  8m  +  15n -  60 ... (3) 
S u s titu y e n d o  (2) y  (3 ) en  (1) te n e m o s :
8m  +  5n -  20  -  (8m  +  15n -  60 ) =  10 
- 1 0 n  + 4 0  =  10 => n =  3

6. E n c o n tra r el té rm in o  que  no c o n tie n e  a x en  la

e x p a n s ió n  de : I í x  +  —
' 4/ í

Resolución:
S ea tk + 1 el té rm in o  ped ido , e s  dec ir: 

tk + 1 =  C k ^ * 9 ~ k ( 4̂ ~ : jk =  C k x ” 2 4 ■■■ (ex)

C om o e s te  té rm in o  no c o n tie n e  a x se  d e b e rá  
c u m p lir  que:
9 -  k • =  0 18 -  3k

F in a lm e n te  en (a ) se  co n s ig u e :

t 7 = C § = C §  =  M 2  t7 =  84 (1 ) (2 )(3 )

7. En la e x p a n s ió n  de : ( - /x 3 +  x ~ 1/3)n, la su m a  de 
to d o s  los c o e fic ie n te s  es  ig ua l a 128. H a lla r el 
té rm in o  q u e  c o n tie n e  a x 5.

R esolución:
D e a c u e rd o  con  la te o ría  la s u m a  de  to d o s  ¡os 
c o e fic ie n te s  de l d e sa rro llo  de  ( ( x 3 +  y.~V3f  
s e  c o n s ig u e  h a c iend o : x  =  1; veam os :
S um a  d e  c o e fic ie n te s  =  (1 +  1)n =  2 n; P or
c o n d ic ió n : 2 n =  128 => 2 n =  2 7
D e d o n d e  se  d e d u ce  que: n =  7. S ea  tk + , el

té rm in o  de  ( / x 3 +  x ~ 1/3) que  c o n tie n e  a x 5, es 
dec ir:

, . 21 3k k
tk + -i =  C k (Vx ) (x  1/3f  =  C k X 2 3

P or c o n d ic ió n : 21 ~  3k -  ^  =  5 
2 3

=  63 -  11 k =  30 k =  3
Lu eg o  el té rm in o  p e d id o  es: t4

(1) (2 ) (3 ) (4!)

□EJERCICIOS PROPUESTOS□
1. Q u é  lu g a r ocu p a  el té rm in o  de  g ra d o  4 8  en el 

d e sa rro llo  de: (x2 a  y 3)18

a) 10 b) 11 c) 12 d ) 13 e) 14

2, S e ñ a le  el v a lo r  de l té rm in o  in d e p e n d ie n te  de l 

de sa rro llo : 14=- +

a) 56 
d) 126

b) 78 
e) 154

c) 84

3. H a lla r a +  k si se  s a b e  que  e! c u a rto  té rm in o  
de l d e sa rro llo  de  (x +  2 )a es u  j x k.

a) 6 b) 7 c) 8 d) 9 e) 12

4. En el d e sa rro llo  de  ( x 4 +  x~3)2n ~ 1 uno de  los 
té rm in o s  c e n tra le s  e s  in d e p e n d ie n te  de  x. H a ­
lle  el n ú m e ro  de  té rm in o s .
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a) 6 b) 8 c ) 12
d) 11 e ) 10

c n+®
5. H a lla r n: =  1/-n n + 4 u n -  1

a) 1 b) 2 c) 8 d ) 4  e ) 6

6. H a lla r los v a lo re s  d e  x  que  s a tis fa ce n  la Ig ua l­
dad: c 33 =  C¡®

a) {0; 2 } b ) {2 ; 5 } c) {0: 2; 5}
d ) {1: 2; 5 } e ) {2 ; 3; 4}

7. P a ra  q u e  v a lo r  d e  n se  v e r if ica  la s ig u ie n te
Igualdad:
1 +  3 +  5 +  7 +  ... +  (2n — 1) =  C q +  +

+  ... +  C „

p ro p o rc io n a r la sum a  de  los 2 va lo re s  ha llados, 

a ) 8 b ) 15 c) 12  d ) 4  e) 6

8. R ed uc ir: E =  +  4 C ^  1 +  C^ + 2

a) x b) x 2 c ) 2 x  d ) 3x e ) x 3

9. R educ ir: Ce,2 +  C ]? +  C ]jj +

a ) 211 b) 189 c) 46 2
d ) 4 5 5  e ) 321

10. H a lla r x: C6 =  C 2X_ 16

a ) 10 b ) 11 c ) 12
d ) 9 e ) hay  2 re s p u e s ta s

11. H a lla rx :  C í _2 + ( ^ 2 ) 0 ^ 1 3 =  12

a) 7 b) 6 c ) 5 d) 4  e ) 3

12. H a lla r x e n :  ( - J L _ ) C ; : ¿  +  ( ^ ) C ; : 2  =  15 

a ) 4  b ) 5 c) 2 d ) 6 e ) 7

2 n(n +  1 )!
13. H a lla r e l v a lo r de  n : -------------- -  =  3

(2 n)ü

a) 2 b) 3 c) 4
d ) 6 e ) 8

14. S im p lif ic a r la e xp re s ió n :
p _  1 (2 n ) l

2n (1 ) (3 ) (5 ) . . . ( 2 n  -  1)

a) n! b) (n -  1)! c) (n +  1)!
d ) n e ) n +  1

15. H a lla r e l té rm in o  in d e p e n d ie n te  en  el d e s a rro ­

llo de: ^x 2 -  - i j

a) 8 b) 4 9 5  c) 9
d ) 132 e) 61

16. H a lla r e l co e fic ie n te  de l 7.° té rm in o  de l 
d e s a rro llo  de : (2x  +  y )9

a) 312 b) 215  c) 672
d ) 521 e ) 4 0 6

/ 1 T ̂
17. H a lla r el té rm in o  ce n tra l de : ^x -  — j

a) 252  b) - 2 5 2  c) 25 2x
d) x e ) 1

18. C a lc u la r  el te rc e r  té rm in o  de l d e s a rro llo  de :
(x +  y r 2

a) 5 x  2y  b) x~4y c) 3x~4y 2
d )2 x ~ 4y 2 e ) x " 5y 2

19. A  q u é  e x p o n e n te  d e b e  e le v a rs e  e l b in o m io  
(x +  2y ) de  m a n e ra  q u e  e l c o c ie n te  de  los 
c o e fic ie n te s  de  los té rm in o s  de  lu g a re s  11.° y
10.° re su lte  40.

a ) 109 b) 110 c) 209
d) 20 8  e ) 112

i i  1 \1720. En el d e sa rro llo  d e  ( x +  — ) . el té rm in o  de 

lu g a r (k  +  1) po se e  x k + 1. H a lla r d ich o  lugar, 

a) 5 b) 7 c) 9  d ) 11 e) 13

21. H a lla r el v a lo r de  n si el té rm in o  d e  lu g a r 25  en
/  9 1 19el d e s a rro llo  d e  ^x  +  —  j  c o n tie n e  a x  .

a) 30  b) 4 0  c) 66
d) 70  e ) 78



22. H a lla r  e l s é p t im o  té rm in o  s a b ie n d o  q u e  es 
in d e p e n d ie n te  d e  x e n  e l d e s a r ro llo  de :

a ) 50 b) 80  c) 84
d) 95  e ) 1

23 . En e l d e s a rro llo  d e  la qu in ta  p o te n c ia  de  un 
b in o m io  se  v e r if ica  q u e  e l c u a rto  té rm in o  es 
- 8 0 a 4b6x4 y  el ú ltim o  - 3 2 b 10. H a lla r d ich o  b i­
nom io .

a ) (ax +  2b ) b) (a x 2 -  2b )

c ) ( a 2x +  b 2) d ) ( a x 4 -  b)

e) (a2x2 -  2 b 2)

A lg e b r a  | 5 3

24. D e te rm in a r el v a lo r de  n pa ra  q u e  los té rm in o s  
de  los lu g a re s  9 y 10 d e  (x +  3 )n te n g a n  igua l 
c o e fic ie n te .

a ) 9 b) 10 c) 11
d) 12 e) 13

25. H a lla r el lu g a r que  ocu p a  el T I de

(
154

a) 72 b) 98 c) 111
d ) 112 e) 113

w 1. d 6. c  11. d 16 c 21.
\

c
UJN*. 2. c 7. e 12. b 17 b 22. c>
< 3. b 8. e 13. a 18 c 23. e
J 4. b 9. e 14. a 19 e 24. c
u 5. a 10. e 15. b 20 d 25. e y



RADICACIÓN

R a d ica c ió n  es  la o p e ra c ió n  que  c o n s is te  en h a lla r 
un a  ca n tid a d  a lg e b ra ica  q, lla m a d a  raíz, qu e  al se r 
e le v a d a  a un c ie rto  ín d ice  re p ro d u ce  un a  ca n tid a d  
d a d a  A , lla m a d a  ra d ic a n d o  o ca n tid a d  s u b ra d ic a l.
En ge ne ra l: n/ A  =  q => A  =  q 11

E le m e n to s  de una raíz:

| s ign o  rad ica l

í n d i c e ^ ’ ’ nIÁ  =  q

I— c a n tid a d  s u b ra d ic a l o  ra d ica n d o

S ig n o s  de las ra íces
La ra íz  de  In d ice  p a r de  una e x p re s ió n  a lg e ­
b ra ica  p o s itiv a  tie n e  do s  v a lo re s  ig u a le s  y de 
s ig n o s  c o n tra rio s  (+ )  y  ( - ) .
La ra íz  de ín d ice  p a r d e  una e x p re s ió n  a lg e ­
b ra ica  n e g a tiv a  c a re c e  de v a lo r rea! y  se  llam a 
ra íz  Im ag ina ria ,
La ra íz  de  ín d ice  im p a r de  e x p re s io n e s  a lg e ­
b ra icas  tie n e  e l m ism o  s ign o  de l rad icand o .
En resum en :

^ ( T )  =(± )

^ V ( - )  =  Im ag ina rla
¡2^ / ( T )  =  ( + )

RAÍZ DE UN MONOMIO
P ara e x tra e r la ra íz  de  un m o no m io , se  d e b e  p ro ­
c e d e r así:

S e e x tra e  la ra íz  de l s ign o  de  a c u e rd o  con  la 
ley de  s ig n o s  pa ra  las ra íces .
Se e x tra e  la ra íz  de l coe fic ie n te .
Se d iv id e n  los e x p o n e n te s  de  las le tra s  en tre  
e l Ín d ice  de  la ra íz.

E je m p lo s :

• 4Í8 1 x 12y 8z 24 =  3 x 3y2z 6

• - 2 x 2y4z 5

RADICALES DOBLES
S e d e n o m in a  ra d ica l d o b le  al q u e  p re se n ta  la s i­

g u ie n te  fó rm u la  g e n e ra l: Í a ± W

E je m p lo s :

¡5 ~ + l2 4  • VTl -  / l 20

T ra n s fo rm a c ió n  de ra d ic a le s  d o b le s  a rad ic a le s  
s im p le s  o  s e n c illo s . Todo ra d ica l do b le  se  p u ed e  
d e s c o m p o n e r en la s u m a  o d ife re n c ia  de  d o s  ra d i­
c a le s  s im p les . D e d u cc ió n  de  la fó rm u la .
En re su m e n  la fó rm u la  pa ra  d e s c o m p o n e r una raíz  
d o b le  en ra íce s  s im p le s  es:

i/a ±V b  = A - C

D onde : C  =  I A 2 -  B

Es d e c ir  qu e , pa ra  tra n s fo rm a r ra íce s  do b les , en 
ra íce s  s im p les , A 2 -  B (cu a d ra d o  p e rfec to ).

E je m p lo :
D e s co m p o n e r en  ra d ica le s  s im p les : Vi 1 +  6 /2  

R esolución:
P re v ia m e n te , In tro d u c ie n d o  el 6 d e n tro  de l rad ica l 
in te rio r, y a p lic a n d o  la fó rm u la :

Vi 1 +  V72 =  ... (1)

C á lcu lo  de  C:

C =  Vi 12 -  72 =  Vi 21 -  72 =  ¡4 9  =  7 

R e e m p la z a n d o  en  (1):

h - l  + - Í7 2  =  3 +  Í2  

O b s e rv a c ió n :
E ste  e je rc ic io  y  sus  s im ila re s  se  p u ed en  re s o lve r 
d á n d o ie  la fo rm a  de  b in o m io  a l cu a d ra d o  ba jo  e l ra ­
d ica l y  p ro ce d ie n d o  de  la s ig u ie n te  fo rm a  g e ne ra l:

l a  +  b ± 2 la E  =  '¡(■la +  I b  f  =  la  ± Ib

A p lic a n d o  al e je rc ic io  an te rio r: 

fn+ e¡2 = U-l +172 = fñ~+Ux18
=  f l 1  + 2 - / Í 8
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¡11 + 2-ÍÍ8 =  / l 1 + 2 J9V Í  = Í 9  +  2 +  2 / 9  x  2

S P

= Í9  +  Í2  Vi 1 + 2-IÍ8 = 3  +  72

E je m p lo s :
1. C a lc u la r el v a lo r de:

E =  / l 2  +  / Í 4 Ó - ^ 8  +  /2 8  +  Vi 1 -  2-/3Ó -

¡ 7 - 2 Í 8

R esolución:
T ra n s fo rm a n d o  ca d a  rad ica l d o b le  s e p a ra d a ­
m ente , h a c ie n d o  q u e  sean d e s a rro llo  de  c u a ­
d ra d o  pe rfec to :

V i2 +  / l 4 0  =  V i2 +  1/4 x  35

=  / 7  +  5 +  2 / 7 T Í r =  ¡ 7 +  ¡5

¡8  +  ¡2 8  =  ¡8  +  M y 7 = ¡ 7  +  1 +  2 / 7 x 1  

=  ¡7  +  ¡1

¡ r \~ ^ 2 ¡3 0  = ¡ 6 ~+ 5 -  2 -1 6 x 5 = ¡6  -  ¡ 5 

¡ 7 - 2 Í 6 =  ¡6  +  1 -  2 / 6 T T  =  ¡6  -  ( i

S u s titu y e n d o  en la e x p re s ió n  p ro pu es ta :

E = / 7 + / 5 - ( / 7 + / T )  +  / 6 - / 5 - ( / 6 - / T )  

E = ( 7  +  ( 5 - ( 7 - 1 + ¡ 6 - ( 5 - ( 6  +  ( l  
E =  0

2. H a lla r la ra íz  cu a d ra d a  de:

E2 =  5x  -  2 +  2 / 6 x 2 - 7 x - 3  

Resolución:
A l e x tra e r la ra íz  c u a d ra d a  se  te nd rá :

E =  4 x - 2  +  2 / 6 x 2 -  7 x - 3

F a c to riza n d o  p o r e l m é to d o  de l a sp a  al rad ica l 
in te rio r se ob tie n e :
6x2 +  7x -  3 =  (3x +  1)(2x -  3)

S u s titu y e n d o : ¡5 x  -  2 +  2 / (3 x  +  1 )(2 x  — 3)

D a n d o  la fo rm a  d e  ia ¡ T b ^ ~ 2 ( a b  , d o nd e : 

a =  3x +  1 ;b  =  2 x - 3

¡ ( 3 x +  1) +  (2x  -  3) +  2 /(3>T T T )(2> r^Á 3) =  

/(3 x  +  1) +  -l(2x  -  3)

E =  <3x +  1 +  / 2 x - 3

3. S im p lifica r:

E = //2  -  l(/56 + 40/2 -  ^34+ 26/2 W23 + 37/2 ) 
R esolución:
N in g u n o  de  los ra d ic a le s  d o b le s  qu e  tie n e  la 
e x p re s ió n  p u e d e  tra n s fo rm a rs e  d ire c ta m e n te  
a ra d ica le s  s im p les , ¿ p o r qu é? , e n to n ce s , se 
rea liza  el p ro d u c to  de  rad ica le s : E fe c tu an do :

E = ¡ ( ( I -  1)(56 -  40(2) -  ¡(-Í2 -  l)(34 + 26/2) +
¡(-Í2 -  1)<23 + 3 7 ( 2 )

E =  ^80  -  56  +  16-/2 -  1/52 - 3 4  +  8 /2  +

/ 7 4 ^ 2 3 ^ u T ^

E =  ^2 4  +  1 6 / 2 - ^ 1 8  +  8 /2  +  ^51 - 1 4 / 2
T ra n s fo rm a n d o  a rad ica l s im p le , cada  rad ica l 
dob le :

/  24  +  1 6 /2  =  ¡ 2 4 + ¡ ^ ¡ ( d 8

=  ¡ w T J T ^ M y d  = ¡ 1 6 +  (8

¡2 4  +  1 6 /2  = 4  + 2 / 2  . . . ( 1 )

/1 8  +  8 /2  =  / l 8  +  2 /3 2

=  Vi 6 +  2 +  2 / 1 6 x 2  = ( l 6  +  (2

¡1 8  +  8 /2  =  4 i  /2  ... (2)

Í5 1  -  1 4 /2  =  ¡ 5 1 ^ 2 ¡ ( W x í

=  ^49  +  2 - 2 / 4 9 x 2  =  ¡4 9  -  ¡2

¡ 5 1 ~ ^ U ¡ ¡2  =  7 -  (2  . . . ( 3 )
S u s titu y e n d o  (1), (2 ) y (3) en la e xp re s ión :
.-. E =  7

RACIONALIZACIÓN
Es la o p e ra c ió n  qu e  c o n s is te  en tra n s fo rm a r un d e ­
n o m in a d o r irra c io n a l en o tro  e q u iva le n te  q u e  sea 
rac iona l.

F ra c c ió n  irrac io n a l. S e  llam a as í a una fra cc ió n  
en cu yo  d e n o m in a d o r es tá  p re se n te  una raíz.



5 6  | C o le c c ió n  E l P o s t u la n t e

F a c to r ra c io n a liza n te . El fa c to r ra c io n a liz a n te  de 
una e x p re s ió n  irra c io na l, es ta m b ié n  o tra  e x p re s ió n  
irra c io n a l qu e  m u ltip lica d a  p o r la p rim e ra , la c o n ­
v ie rte  en una e x p re s ió n  rac io na l. C u a n d o  se  ra c io ­
n a liza  una fra cc ió n , d e sa p a re ce  to d o  s ig n o  rad ica l 
de l d e no m in ad o r.

CASOS QUE SE PRESENTAN
P rim e r ca so . C u a n d o  e l d e n o m in a d o r irra c io n a l es 
un m o no m io . El fa c to r  ra c io n a liz a n te  de l d e n o m i­
n a d o r es un rad ica l de  ig ua l índ ice , e l ra d ic a n d o  
e s tá  e le v a d o  a un e x p o n e n te  igua l a la d ife re n c ia  
e n tre  el ín d ice  d e  la ra íz  y  el e x p o n e n te  in ic ia l de l 
rad icand o .

f i l a t a : ....................... - ...................- - - ,
| P a ra  ra c io n a liz a r se  m u ltip lica  y d iv id e  la ; 
I fra cc ió n  p o r el fa c to r  ra c io n a liz a n te . ;

E je m p lo s :
-i

1. R a c io n a liza r: E =  ——
"Ja*

R e s o lu c ió n :
m u ltip lica n d o  y  d iv id ie n d o  por: FR  =  'Va" “ q

E _  1 " lÜ T 7* " I J r 7* E _  " la T 7* 
nI U * ' " l a r 7* " J U  a

1
2. R ac ion a liza r: E ==

5& 3& 7i ?

R e s o lu c ió n :
El fa c to r  ra c io n a liz a n te  es:

FR = 5J ^ 3Jb3^ 7I S Z*

FR = 5l7 23l b 7l ?
M u ltip lica n d o  y  d iv id ie n d o  po r el fa c to r  ra c io ­
na lizan te :
E _  1 y 5l 7 % 7l ?  '

~ 5la 3 V b 2 7le *  X V a 2 3lb  7le 3

_ 5Ja2 x  3Jb x 7le3 
abe

Se d e n o m in a n  e x p re s io n e s  c o n ju g a d a s  a do s  ex ­
p re s io n e s  q u e  es tá n  fo rm a d a s , una p o r la su m a  y 
o tra  p o r la res ta  de  té rm in o s  ig ua les . P o r e jem p lo :

(■Í5  +  1 2 );(1 5  -  Í 2 )  so n  e x p re s io n e s  c o n ju g a d a s . 

S e  d e b e  re c o rd a r que: ( l a  +  l b ) ( l a  -  I b )  =  a - b .  

E je m p lo s :

1. R a c io n a liza r: E =  /a  +  b
la  +  b -  I  a - b

R e s o lu c ió n :
M u ltip lica n d o  y  d iv id ie n d o  p o r el:

FR  =  -la +  b +  l a  -  b 

E _  , la  +  b \ l  la  +  b +  la  -  b
l a  +  b -  I a - b  A la  +  b +  / a - b

Lo s  d e n o m in a d o re s  son  c o n ju g a d o s  e n tre  sí, 
es  un p ro d u c to  de  su m a  p o r d ife re n c ia  q u e  da 
d ife re n c ia  d e  cuad rad os :

la  +  b ( /a  +  b +  la  -  b )  =  a +  b +  / a 2 - b 2 

( la  +  b f  -  ( la  -  b f  2b

R a c io n a liza r: E =  - = — -7= — p r
I 2 +  I 3 +  I 5

R e s o lu c ió n :
M u ltip lica n d o  y  d iv id ie n d o  p o r el 

FR  =  { l 2 + l z ) - l 5

12  ( l 2  +  -Í3 ) -  -Í5
E =

E

( I2 + 13) + 1~5 (I2 + I z ) -  JE

12 ( /2  +  13 -  1 5 ) _  12 (12  +  l z -JE)  
(■Í2 + Jzf  -  ( IEf  ~ 2 + 2 / 6  + 3 -  5

12(/2 + /3 - I E )  _ 6(/2 + IE -  IE) 
2 / 6  le

E =  6 ( / 2  +  / 3 - / 5 ) x /6  = ^  +  / T 3 _ / 3 Ó  
le le

e  =  2 /3  +  3/2  -  I z ó

S e g u n d o  ca so . C u a n d o  e l d e n o m in a d o r p re se n ta  j T e rc e r ca so . C u a n d o  el d e n o m in a d o r irra c io n a l es 
ra d ica le s  d e  ín d ice  dos, se  ra c io n a liz a  m u ltip lica n - ; un b in o m io  o tr in o m io  c u yo s  ra d ic a le s  son de  te rce r 
do  y  d iv id ie n d o  p o r la c o n ju g a d a  de l d e n o m in a d o r, j o rd e n  de  la fo rm a :
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v  3̂ ± 3/ á b + 3lb~2 

S e  d e b e  re c o rd a r que:

( 3̂ ± 3/ b ) ( 3/ ?  +  3̂ b + 3̂ )  =  a ± b

U n o  de  los fa c to re s  es  el fa c to r  ra c io n a liz a n te  de l 
o tro .

E je m p lo s :

1. H a ce r ra c io n a l el d e n o m in a d o r de:

E =   -------
Á 5 + Á 2

R e s o lu c ió n :

F R  =  V 52 -  3¡ 5 x 2 +  V 2 2

M u ltip lica n d o  n u m e ra d o r y d e n o m in a d o r de  la 
fra cc ió n  p o r el FR:

E = 7 ( 3Í2 5  -  3VTo +  3Í 4 ) 
5 +  2

3Í2 5  -  VÜD +  3/4

2. R a c io n a liz a r  e l d e n o m in a d o r:

E =  ■ 48
a/ 2 i  -  3/3  +  3/3 5  -  3/5 

R e s o lu c ió n :
F a c to riza n d o  el d e n o m in a d o r:

3/21 -  3l3  +  3/3 5  -  3Í5  =  3/7 ( 3/3  +  3/ 5 ) -

(3/3 +  3/5 ) =  (3/5 +  3/3 )(3 /7  -  1)

Lu eg o : E = -------------- — --------------
( 3 / 5 + 3/ 3 ) ( 3 / 7 - l )

FR  =  (3 /5 ^  -  3/5 x  3 +  3l ^ ) ( 3f ^  +  3/ 7  +  1 )

M u ltip lica n d o  n u m e ra d o r y  d e n o m in a d o r d e  la 
fra cc ió n  p o r e l fa c o tr  ra c io n a liza n te :

E =  4 8 (3 /2 5  -  3/^5 +  3/g  ) (3/4 9  +  +  -i)
(5  +  3 )(7  -  1)

E =  (3 /25 -  3/15 +  3/9 ) (3/4 9  +  3/7 +  1)

5. R a c io n a liza r: A  = 33/2
3/4  -  3/2 -  2

R e s o lu c ió n :
F a c to riza n d o  el d e n o m in a d o r:

3 / 4 - 3 / 2 - 3 / i J i= „ 3V 2 ( 3 ^ _ 3/2  +  l )

Lu eg o : A  = 3 3/2

S im p lific a n d o : A

‘/ 2 ( 3̂ -  3/2 +  -|) 

3 x 1
3V 2  ̂ -  3̂  + 1

FR  =  3/2 +  1

Lu eg o : A
2 + 1

[ " e j e r c ic io s  PROPUESTOS " l

1. E fectuar: T  =  J(2 -  /3  )2 +  V (2/2 -  3 )2 + <3 + 2/2

a) 2 b) 3 c) 5
d )  —1 e ) 4 / 2 - 1

2. E fe c tu a r: I = 2 / 1 8 - - / 2 + 4/ í -  —  - 3 /2  
2 2

a) 3 / 2  b) /2  c ) - / 2
d ) —3 / 2  e ) 0

3. E fe c tu a r: M =  <¡x 2 +  2x  +  1 +  / x 2 -  2x  +  1 
s ie n d o : 0 <  x  <  1

a) 2x  b) 2 c) - 2
d) - 2 x  e ) 3

4. E fe c tu a r: P =  h  +  2 / Í 5  -  I l 2  -  2 /2 7  -

V32 +  2 /1 3 5  + / 3

a) 3 
d ) 4

b) - 1  c) - 3
e ) N.A.

5. E fe c tu a r: T  =  Vi 3 +  /4 8  -  1/15 -  /2 0 0  -

¿ I7  +  4 / Í 5 - 1

a) ¡2  b) /5  c) / ÍO
d ) - / T o  e ) 3

6. E fe c tu a r: E : 1/1 + 4 ^ 7 + 4 ^

a) 0 b) 1
d ) - / 5  e ) 2

4 / 5  - 2

c) <Í5
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7. E fe c tu a r: _______ ________
O =  -Í2 x  h  +  Í3  -  1/4 +  /i~5 x / 2  +  /5

c) /5a) 1
d )  -  1

8. Efectuar:

b) ¿3 
e ) 10

V = W  + Í3 x VVl2 + 2/35 - k  + 2 f i5

a) 1
d ) ¿3

9. R educ ir: A  =

a )-1
d ) 2

10. E fe c tu a r: L =

a) - 2
d ) 2

11. E fe c tu ar: E :

a) -1
d ) 1/2

12. Reducir: N =

b ) 2
e ) ¡2

c) 3

ho-2Í21 -k-2fi5 
h + 2-114 -  ¿f + 2¿Í0

b) 1 c ) - 2
e ) J3 +  J2

k + 4 /5  + V13 -  47To 

Í 4 + ~ / Í 2  -  h  -  124

b) - 1  c ) 1
e) 12 +  1

. V5 -  -/2Í -  U -  -/Í5

h - - Í 5  - U - - I 7

b) - 1/2
e) 2

o ) 1

a) ¿2 b) 3 / 2
d ) 3 ¿ 2 - 1  e) 1

^ 1 3 - 2 / 4 0  + h  +  Í4Q + f n  + 6 ¡2  
133 +  8/2 + h - - Í 8  + Vi 1 — V72

c) / 2 - 1

13. Efectuar: T =

a) 1
d) 5/2

V28- 6/ 3 - V 7 - 4/3 + V12 + 6/3
^13-4/3 + J21 -  12/3 + 1̂9 + 8/3

b) 3 /2  c) 2
e ) 3

14. E fectuar:

a) ~2 
d) 1

: I = J(2Í3-3/2)2 + 1/(3 -  2 /3 f

b) - 1
e) 2

I 2 7 - 6 M  

c) 0

15. R ed uc ir: N ¿11 +Í72 -h-Í8 
¿14 -  V Í80  + Í6--Í2Ó

c) 3a) 1 b ) 2
d) Í3  +  ¡2  e ) Í3  -  -Í2

16. E fe c tu a r: A  :

a) - 1/2
d ) 1

17. R a c io n a liz a r y reduc ir:

- / 6 3  +  U--Í7
U 4 - 5 - Í 3  +  -¡2 -  -Í3

b ) - 1  
e) 1/2

c) Í2

A  = 2 : + - 1
2 +  (2  I 6 + Í 2  2 Í 2  +  -Í6

a) ¿2/2

d) 2

b) 1 
e )2 - Í2

c) /2

18. E fectuar: B =  ^  +  2

a) /3  
d ) 9

■¡7 -  •Í3 ¿TO +  ¿7 2 / 3  +  ñ O

c) 2 / 3b) 3
e ) 3 / 3

19. R a c io n a liz a r : C  =
Í2  +  J3 +  I 5 ’ 

s e ñ a la r e l d e no m in ad o r.

a) 2 
d ) 8

b) 4
e ) 10

c) 6

20 . R a c io n a liz a r : E =
/ 2 + / 5  +  Í 7 ’

s e ñ a la r e l de no m in a d o r.

a ) 2 b) 4
d ) 8 e ) 10

21. R a c io n a liza r: F

c) 6

5 -  - /Í5  +  ¿ÍO -  -Í6 ’ 
s e ñ a la r el de no m in ad o r.

a) 1 
d) 6

b) 2 
e) 12

c) 3

22. R a c io n a liza r: F =
7 +  ¿15" +  ¿21 +  ^35 

In d ic a r el de no m in a d o r.
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a ) 1 
d) 6

23. C a lc u la r

b ) 2 
e ) 8

N =  3i l 6 3̂ 1 6 3/ T 6 ! ^

a) 1
d) 4  

24 . E fectuar:

b ) 2 
5

a) 1 
d) 8

25. C a lcu la r: E =

a) 2 
d) 5

c) 4

c) 3

c) 3

c) 4

26. H a lla r x:

a ) 2 -  
d ) 2 "

b) 2 
e) 2~9

c) 2 -

27 . S i: A

ca lcu la r: A B

a) 1 
d) 15

=  ^5^37 5 /3 777  ; B =  ¡ 3 - ¡ 5 h K 7 .

b) 3 
e ) 30

c) 5

28 . C a lcu la r:

a ) 16 
d) 17

f í 0 ,3 )  +  ( 0 ,2 5 T 4 -  ( 0 ,5 T 2

b) 13 c) 15
e ) 19

tn
iii

1 . c 7. a 13. a 19. c 25. a
2 . e . 8. b 14. c 20 . b 26. a

> 3. b 9. c 15. b 2 1 . b 27. d
«j 4. c 10 . d 16. e 2 2 . a 28. c
u 5. d 1 1 . a 17. b 23 . d

6. c 1 2 . e 18. e 24 . b
__ y



NÚMEROS COMPLEJOS

NÚMEROS IMAGINARIOS
Las c a n tid a d e s  im a g in a r ia s  son las ra íce s  de  ín d i­
ce  p a r de  c a n tid a d e s  n e ga tivas .

E je m p lo s :
■ T I;  4̂ l 6 ;

U n id a d  Im a g in a ria : la c a n tid a d  P ^ l  se  ie  d e n o m i­
na un id ad  im a g in a ria . S e g ú n  la n o ta c ió n  d e  G au ss , 
la un id ad  im a g in a ria  se  re p re s e n ta  p o r la le tra  i.
P o r lo ta n to  i =  P H , y  p o r d e fin ic ió n : i2 =  - 1
E jem p lo :

P ^ 4  =  f i P l  = 2 P 1  =  2i 

POTENCIAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA:
( / = ! ) 1 = ¡

.  \2 = p ~ \ f r i  =

■2
I X  I =  -  I

II

CM
_XII

.4
I X  I =  I

CT
>

II X lí
" I

i4  X  i 3  =  - i

Ó
)

II X
 

—
-ú

 

II

Se o b se rva  q u e  los re s u lta d o s  de  las p o te n c ia s  de 
la  un id ad  im a g in a ria  se  rep ite n  en  p e rio d o s  d e  4  en 
4  y  e s to s  v a lo re s  son  i, 1, - i ,  1.

T ra n s fo rm a c ió n  d e  p o te n c ia  im, d o n d e  m  es  e n ­
te ro  y  p o s itiv o . S u p o n ie n d o  q u e  se  d e se a  c a lc u la r 
im, d o n d e  m  >  4,
1.° S e  d iv id e  m e n tre  4, d e  d o n d e  se  tie n e : 

m  =  4q  +  r
2 = ¡m =  ¡4q +  , =  |4q x  ¡r =  (¡4 )q x  ¡r =  ¡r

.-. im =  ir d o n d e : r =  0; 1; 2; 3

'  r =  0 => 1 
r =  1 => i¡m — ¡r „

1 1 r =  2 => - 1
_ r =  3 => - i

C o n c lu s ió n : cu a n d o  i e s tá  e le v a d a  a un a  po te n c ia  
po s itiva , si el e x p o n e n te  es  m ú ltip lo  de  4 , el 
re su lta d o  es la un id ad , si el e x p o n e n te  es  ig u a l a 
un m ú ltip lo  de  c u a tro  m ás  1 el re s u lta d o  es  i, si es  
ig ua l a m ú ltip lo  d e  c u a tro  m ás  2 e l re s u lta d o  e s  - 1 , 
y  si es  igua l a m ú ltip lo  d e  c u a tro  m á s  3 el re s u lta d o  
e s  ig ua l a - i .

E je m p lo s :

1. C alcular: E =  5i476 -  3i258 +  4 ¡327 -  8¡392 +  4 i441

R e s o lu c ió n :
T ra n s fo rm a n d o  las p o ten c ias :
E =  5 (1 ) -  3 i2 +  4 (¡)3 -  8 (1 ) +  4 (¡)1 
E =  5 -  3 (—1) +  4 (—i) -  8 +  4 i =  5 +  3 -

4 i -  8 +  4i
E =  0

S im p lifica r: E =

R e s o lu c ió n :
E fe c tu a n d o  las p o te n c ia s  in d icad as :
E =  1 +  i +  ¡ +  ( i2) +  i =  1 +  i +  i -  1 +  i =  3i 

i +  1 - 1 + i - ( i ) 3 i + 1 - 1 + i  + i _ 3i

E =  1

3. C a lc u la r la exp re s ió n :

E
¡ - 5 _ ¡ - 1 5 + ¡ - 4 9 _ r 1 8 + ¡ -4 0 0  +  2 ¡ -1 4  

6 ¡ — 50 ¡-2 3  . ¡ -35 ¡-441

R e s o lu c ió n :
T ra n s fo rm a n d o  las po te n c ia s :

1 _  J _  + J  1 1 2
¡5 ¡15 ¡49 ¡18 ¡400 ¡14

E =  J------!-------- !--------- 1-------- L -----------— ; e fe c tú a  n-
1 1 1 , 1  1

do  las p o ten c ias :
1 _ J _  1 ____1_  1 2

.  ' ~ i 3 +  ¡ ( - 1 ) +  1 +  ( - 1) _  „
E =  _ j  r ' T ^ r r  "

( - 1) ( - 1) ¡3 ¡3 ¡

NÚMEROS COMPLEJOS
Los n ú m e ro s  c o m p le jo s  son  a q u e llo s  qu e  tie n e n  
un a  p a rte  rea l y una im a g in a ria . S i Z  =  a +  bi e s  un 
n ú m e ro  c o m p le jo  d o n d e  a y  b p u e d e n  se r n ú m e ro s  
p o s itivos , n e g a tiv o s  y aú n  nu los.

CLASES DE NÚMEROS COMPLEJOS
C o m p le jo  re a l: es a q u e l cu ya  pa rte  im a g in a ­
ria  es nu la .

• C o m p le jo  puro : es a q u e l cu ya  pa rte  rea l es 
nu la .
C o m p le jo  nu lo : e s  aq ue l cu ya  p a rte  rea l y 
p a rte  im a g in a ria  son  nu las.
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C o m p le jo  ig u a le s :  son  dos c o m p le jo s  qu e  
tie n e n  ig u a le s  sus  p a rte s  re a le s  e ig u a le s  sus  
p a rtes  im a g in a ria s . P o r e jem p lo :
S i: a +  b i  =  c +  d¡ = » a  =  c A b = d

C o m p ie jo s  c o n ju g a d o s :  son  do s  c o m p le jo s  
q u e  tie n e n  ig u a le s  sus  p a rte s  re a le s  e ig ua les  
p e ro  d e  s ig n o s  c o n tra r io s  sus  p a rte s  im a g i­
n a rias .

S i: Z f =  a +  bi ]  S on  dos  c o m p le jo s
Z 2 =  a -  bi co n ju g a d o s

C o m p le jo s  o p u e s to s :  son d o s  c o m p le jo s
q u e  tie n e n  ig ua les , pe ro  de  s ig n o s  co n tra rio s , 
ta n to s  las p a rte s  re a le s  c o m o  la s  im a g in a ria s .

S i: Z-i =  a +  bi I S on  dos  c o m p le jo s
Z 2 =  - a  -  bi J o p u e s to s

REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE UN COMPLEJO  
R e p re s e n ta c ió n  c a r te s ia n a . Se re a liz a  en  un s is ­
te m a  d e  e jes  re c ta n g u la re s  o c a rte s ia n o s  en  d o n d e  
e l e je  x  s irve  pa ra  re p re s e n ta r los n ú m e ro s  re a le s  
y el e je  y pa ra  re p re s e n ta r las c a n tid a d e s  im a g in a ­
rias. A l p lan o  fo rm a d o  p o r los e jes  rea l e im a g in a ­
rlos  se  le  llam a P la no  d e  G auss.

En el e je  y: i =  un id ad  d e  m e d id a  d e  los v a lo re s  
im a g in a rio s .
En el e je  x: 1 =  un id ad  d e  m e d id a  d e  los v a lo re s  
rea les .

R e p re s e n ta c ió n  p o la r  o  tr ig o n o m é tr ic a . P ara  re ­
p re s e n ta r un c o m p le jo  de  e s ta  m a n e ra  es n e c e s a ­
rio  c o n o c e r el ra d io  vecto r, c o n o c id o  con  e l n o m b re  
d e  m ó d u lo  y  e l á n g u lo  q u e  fo rm a  e s te  con  la p a rte  
p o s itiv a  de l e je  x.
r : ra d io  v e c to r o  m ó d u lo  
0 : á n g u lo  o a rg u m e n to  de l m ó du lo .

C alcu lo  del m ódulo: en el triángu lo  rectángu lo M NO : 
(M N )2 +  (N O )2 =  (M O )2 (p o r P itá g o ra s )

=» b 2 +  a 2 =  r2

de  do nd e : r =  ia^~~

C á lc u lo  de l a rg u m e n to  o á n g u lo  9: en  el tr iá n g u ­
lo re c tá n g u lo  M N O :

tañe =  b/a 0 =  a rc ta n (b /a )

A p o y a d o  en  la fig u ra , la fo rm a  p o la r d e  a +  bi, se rá : 
a +  bi =  rcosO +  risenO

a +  bi =  r(co s0 +  isen9)j

ya  qu e : a =  rse n 0 y, b  =  rsen©

E je m p lo :

E fe c tu a r: E = 1 + i 1 -  i 10 +  3i
12 — 5i 5 - 1 2 1  169

R e s o lu c ió n :
R a c io n a liz a n d o  las do s  p r im e ra s  fra cc io n e s :

(1 + i ) ( 1 2  +  5 i) (1 -  i ) (5 +  121) 10 +  3iE =
12 -  25¡ 12 i 169

E =  12 +  5Í +  12Í — 5 5 +  12Í — 5Í +  12 10 +  3Í
169 ~  169 169

7 +  1 7 Í - 1 7 - 7 I  +  10 +  3Í 13i I 'E =
169 169 13

[ " e j e r c i c io s  p r o p u e s t o s '  l

a) 0 
d )1

b) i
e ) - 1

c) - i
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2. C a lcu la r: B =  i 4 +  ¡“6 +  i“8

a) 0 b) i +  1 c ) 1 -  i
d) I e ) 1

3. C a lcu la r: R =  (2 +  2 ¡)2

a) 4 b) 4¡ c) “ 4  d ) - 8  e )  8i

4 . C a lcu la r: M =  (1 +  i)2 -  <1 — i)2

a) 2i b) 0 c) - 4
d ) 4 i e ) - 4 i

5. C a lcu la r: M =  (1 +  i)4 -  (1 -  i)4

a) 0 b) - 8  c ) 4¡ d) - 4 i  e ) 8

6. c i c u l a r R . l i i i f  +  l l ^ f f

a ) 3 b ) - 2  c )2 i
d ) 0 e ) 4i

7. C a lcu la r: P =  i ó t i  _  I j l í
1 - i  1 + 1

a) 4 b) 0 c) 21
d) - 2  e ) -41

8. C a lc u la r: M =  ( 1 ± - ! Í  +
\ 1  -  i5 1 +  i5 /

a ) 2¡ b) 5¡ c) 0
d ) 2 e ) 4

9. R ed uc ir: M =
1 -  i 2 +  I

a) 0 b) 4¡ c) 3
d ) - 2  e ) 2 i

10. E fe c tu a r: A  =  I1 +  i2 +  i3 +  i4 +  ... +  i1999

a) 0 b) 1 c ) —1
d ) I  e ) - i

11. SI: z  =  3 +  4i, c a lc u la r: R e (z ) lm (z )

a) 6 b) 8 c ) 10
d) 12  e ) 20

12. C a lc u la r b pa ra  q u e  e l co m p le jo :
3 +  4¡Z  =   ̂ se a  im a g in a rio  pu ro .

a ) 1/2 b ) 2 /3  c) - 3 / 2
d ) 1/4 e ) - 3 / 4

13. SI a y  b e  IR, In d ic a r  la c o n d ic ió n  p a ra  qu e :

Z  =  5 _ L É i se  c o n v ie rta  en  n ú m e ro  rea l 
b +  ai

a ) a =  2b b) 2 a =  b c) a2 =  b2
d ) a +  b =  1 e ) a  -  b =  1

14. SI: Z-| — —2 +  3¡ y  z 2 =  i -  z ^  ca lcu la r: lm (z 2)

a) - 4  b) - 2 ¡  c) 2
d ) 4¡ ,e) 4

15. S i: 3Jx +  y i =  m +  ni

c a lc u la r: A  =  11 -  - í - )/1 +  ^
,3 „ 3

a) 1 b ) 2 c) 3
d ) 9 e ) 16

16. C a lcu la r: 37 -  2 +  2i -  1

a) 0 b) 1 c) - 2
d ) 2 i e ) i

17. R ed u c ir: R =  6̂ / = I i

a ) 1 b) 0 c) - 1
d) - i  e ) i

18. C a lcu la r: S =  i5 +  i10 +  I15 +  i20 +  ... +  i200C

a) 2000 b) 2000I c) 1 -  i
d ) 1 e ) 0

19. C a lc u la r n, si: [(1 +  i)9 +  (1 -  i)9] n =  1024

a) 1 b) 2 c) 3
d ) 4  e ) 5

20. C u á n to s  v a lo re s  p u e d e  to m ar:
A  =  i" +  r n; n e  IN

a) 2 b) 3 c) 4
d ) 8 e ) n

21. S a b ie n d o  que: 3̂ 4  -  2i =  a +  b¡ 
b 4 -  a 4c a lc u la r: M =
2a -  b

a ) 2 b ) - 2  c ) 4
d ) - 4  e ) 1
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22. C a lcu la r: E =  /3~+~4¡ +  -13 -  4i

a) 3 b) 4  c) 5
d ) 3¡ e )4 ¡

23. S im p lifica r: R =  —§9— +  — !— r _ ! _
4 +  3¡ 1 -  i 1 +  i

a ) 9 — 6i b ) 7 +  3i c) 12 -  5i
d ) 4  +  6i e ) 2  +  9i

24 . S im p lific a r: S =  0 +  1 1)(¡ +  ^  1 1 “ 15i
(i -  7 f 64  i

a ) 2 b) 4  c) - 2
d) 1/2 e ) 1/4

(1 +  i)22 (1 +  i)20
25 . In d ic a r e l m ó d u lo  de : Z -

(1 - ¡ ) 20 ( 1 - I )16

a) 10 b) 20  c) 25
d) 12 e) 15

26 . In d ica r e l m ó d u lo  de: Z =  -- - - -
3 + 770(1 - I )

a) ¡2  b ) 2 c ) 3
d ) /3  e ) ¡7

27. R ed u c ir: R  =  1 2 Vi -  ¡ 2W  -  1

a ) 0 b) 2 ¡ c) i
d ) - 1  e ) 1

28. H a lla r n en : [(1 +  i)6 +  (1 -  i)5]"  =  - 5 1 2

a) 1 b) 2 c) 3
d ) 4 e ) 5

29. R ed uc ir: ( h  +  h  +  12 +  \ ¡ 2  - h  +  l í )

a ) - 2 15 b ) - 216 c ) -  27
d ) - 2 18 e ) - 2 19

30. H a lla r k, pa ra  que: Z  =  -§ í +  a +  sea  ,-je
a  +  i 1 -  al

la fo rm a  k¡.

a ) 1
d) 5

b ) 3
e ) 2

c) 4

tn
Ui

1 . c 7. c 13. c 19. b 25.
"N

b
2 . e 8. c 14. a 20 . b 26. a

> 3. e 9. c 15. d 2 1 . a 27. c
<j 4. d 10 . c 16. e 2 2 . b 28. c
ü 5. b 1 1 . d 17. d 23. a 29. b

6. b 1 2 . e 18. e 24. d 30. e
y



ECUACIONES

ECUACIÓN
Es una ig u a ld a d  e n tre  do s  e x p re s io n e s  m a te m á ti­
cas  en  la q u e  al m e n o s  e s té  p re se n te  una v a r ia b le  
q u e  a h o ra  re c ib irá  e l n o m b re  d e  in có gn ita .

A (x ; y; ...; z ) =  B (x; y; ...; z ) 

p rim e r m ie m b ro  s e g u n d o  m ie m b ro

D on de : A  y  B: e x p re s io n e s  m a te m á tica s
x; y; ...; z: in có g n ita s

S o lu c ió n  d e  un a  e c u a c ió n . U na s o lu c ió n  de  una 
e c u a c ió n  e s  una c o le cc ió n  d e  v a lo re s  (de  las In­
có g n ita s ), q u e  a l s e r re e m p la z a d a s  en  la e c u a c ió n  
tra n s fo rm a n  a es ta , en  una  p ro p o s ic ió n  ve rd a d e ra .

E je m p lo :
S ea  la e c u a c ió n  x 3 =  x
Si x =  0 => O3 =  0
Si x =  1 => 13 =  1
S ix  =  - 1  =» ( - 1 ) 3 =  - 1
L u e g o  0; 1 y  - 1  son s o lu c io n e s  d e  la  ecu a c ió n .

C o n ju n to  s o lu c ió n  d e  una e c u a c ió n  (C S ). Es
a q u e l c o n ju n to  fo rm a d o  p o r to d a s  las s o lu c io n e s  
de  d ich a  e c u a c ió n . S i la e c u a c ió n  no t ie n e  s o lu ­
c ión , e n to n ce s  su c o n ju n to  s o lu c ió n  es  el c o n ju n to  
v a c ío  0 .

E je m p lo :
S ea la ecua c ión  en x: (x -  a )3(x -  b )5(x  -  c )7 =  0
S ix  =  a =>0 — 0
S ix  =  b =  0 =  0
S ix  =  c =>0 =  0
C S  =  {a; b; c}

cYlaia•/:-----------------   N
I • En c a so  qu e  la e c u a c ió n  no  p re se n te

s o lu c io n e s  e n to n ce s  el c o n ju n to  s o lu ­
c ión  se rá  el c o n ju n to  nu lo  o vac ío .

A sí: C S  =  0  v  C S  =  { }
En ca so  la e c u a c ió n  p re se n te  in fin ita s  
s o lu c io n e s  e n to n ce s  e l c o n ju n to  de  va - 

j lo re s  en el cu a l e x is te  la e c u a c ió n  se  le
I d e n o m in a  un ive rso .

E je m p lo :
H a lle  e l C S  en cada caso:
• 3x  +  2 =  (x +  1) +  2x  +  1 => C S  - IR

Vx -  2  =  h - 2  => C S  =  {x  e  IR /  x  >  2 }

CLASIFICACIÓN DE LAS ECUACIONES
A  las e c u a c io n e s  d e  a c u e rd o  al n ú m e ro  de 
so lu c io n e s  po d e m o s  c la s if ica rla s  en:
E c u a c io n e s  c o m p a tib le s . S on  a q u e lla s  q u e  p o ­
seen  a l m e n o s  una so lu c ió n . É s tas  pu ed en  ser:
1. D e te rm in a d a s : en  una e c u a c ió n  c o m p a tib le  

de te rm in a d a , sí es  p o s ib le  d e te rm in a r la c a n ti­
dad  de  sus  so lu c ione s .

2. In d e te rm in a d a : en  una e c u a c ió n  c o m p a tib le  
in d e te rm in a d a  no  es  p o s ib le  d e te rm in a r la 
c a n tid a d  de  sus  s o lu c io n e s .

E cu a c io n e s  in c o m p a tib le s  (In c o n s is te n te s ). S on
a q u e lla s  e c u a c io n e s  q u e  no p o se e n  s o lu c io n e s , su 
c o n ju n to  s o lu c ió n : C S  =  0

E je m p lo s :
x  +  3 =  5 tie n e  C S  =  {2 }
=> Ec. c o m p a tib le  d e te rm in a d a .

(x -  1)2 =  x 2 -  2x +  1 t ie n e  C S  =  IR
=> Ec. c o m p a tib le  in d e te rm in a d a  pu es  tie n e
in fin ita s  so lu c ione s .
x +  7 =  x  +  2 tie n e  C S  =  0
=> Ec. in co m p a tib le  pu e s  no tie n e  so lu c ió n .

ESTUDIO DE LA ECUACIÓN PARAMÉTRICA EN x
S ea : l A x  =  B ]

C a s o  I
Si A  ^  0; x =  B /A  => C S  =  {B /A }
La e c u a c ió n  po se e  s o lu c ió n  ún ica .

La e c u a c ió n  es  c o m p a tib le  d e te rm in a d a .
C a s o  II
Si A  =  0 A B =  0: 0 (x ) = 0  => C S  =  C  
La e c u a c ió n  po se e  in fin ita s  s o lu c io n e s .

La e c u a c ió n  es  c o m p a tib le  in d e te rm in a d a .
C a s o  III
Si A  =  0 A B ±  0: 0 (x ) =  B => C S  =  0 

La e c u a c ió n  es  In co m pa tib le .

http://tomaellibroquedeseasydescargalo.blogspot.com/
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E jem p lo :
S ea  la e c u a c ió n  en x, con  p a rá m e tro  p:
(p -  5 )(p  -  2 )x  =  (p -  2 )(p  -  3)
S i p =  2 ^  0 (x ) = 0  =* C S  =  C
T e n e m o s  in fin ita s  s o lu c io n e s , lu e g o  se ría  una 
e c u a c ió n  c o m p a tib le  in d e te rm in a d a .
S i p =  3 =» ( —2)(1 )x =  0 =* C S  =  {0 }
T e nem os  1 s o lu c ió n , lu e g o  s e r ia  un a  e c u a c ió n  
c o m p a tib le  d e te rm in a d a .
S i p =  5 =» 0 ( x )  6 i  C S  -  0
N o te n e m o s  s o lu c ió n  a lg u n a , lu e g o  s e ría  una 
e c u a c ió n  in co m p a tib le .

ECUACIONES EQUIVALENTES
D os o m ás  e c u a c io n e s  son  e q u iva le n te s  si tie n e n  
el m ism o  c o n ju n to  so lu c ión .

E je m p lo :

Ei: f  + T  = 14 =>cs = í12}
E 2: 5 x  -  36 =  2 x  =* C S  = { 1 2 }
E 3: x +  8 =  20  => C S  =  {12 }
S on  e c u a c io n e s  e q u iva le n te s

ECUACIONES POLINOMIALES CON UNA INCÓG­
NITA
F o rm a  g e n e ra l de  un a  e c u a c ió n  p o lin o m ia l de  g ra ­
d o  n:

P(x) =  a0x n +  a ^ "  1 +  ... +  a n =  0 / a0 #  0 A n e  Z +

R aíz  de un p o lin o m io . D ire m o s  que  a  es una  raíz  
d e  un p o lin o m io  P (x) si y  s o lo  s i P (a ) =  0
C o n s e c u e n c ia : a  es ra íz  de  P (x) si y so lo  si (x -  a )  
es  fa c to r  de  P (x).

E je m p lo :
Sea: P (x) =  x 3 -  2 x 2 -  x +  2
se o b se rva  que: P (1 ) =  0; P ( - 1 )  =  0; P (2 ) =  0
Lu eg o , - 1 ;  1; 2  son  ra íce s  d e  d ich o  po lin o m io .
P o r ta n to : (x  +  1); (x -  1); (x -  2) son  fa c to re s  de 
d ich o  po lin om io .
Un m é to d o  p rá c tico  pa ra  h a lla r las ra íce s  d e  un po­
lin o m io  e s  fa c to r iz a r s o b re  C  a l p o lin o m io  e ig u a la r 
ca d a  fa c to r a ce ro .

E jem p lo :
H a lle m o s  las ra íce s  de:
P (x) =  (x +  2 ) 3 ( x  -  5 )2(x  -  8)

Ig u a la n d o  ca d a  fa c to r  a cero

=  0 =» X1 =  - 2
=  0 =» x 2 =  - 2
=  0 => x 3 =  - 2

=  0 => x4 =  5
=  0 => *5 =  5

=  0
00IICDXtí

x  =  - 2  es ra íz  de  m u ltip li­
c id a d  tre s  o ra íz  trip le .

1 x =  5 es  ra íz  de  m u ltip li- 
j  c id a d  2 o ra íz  dob le .

}  x  =  8 es  ra íz  s im p le

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA
Toda e c u a c ió n  p o lin o m ia l d e  c o e fic ie n te s  n u m é ri­
cos  po se e  p o r lo m e n o s  una  ra íz  q u e  g e n e ra lm e n te  
es co m p le ja .

C o ro la rio . Toda e c u a c ió n  p o lin o m ia l de  g ra d o  n 
tie n e  e x a c ta m e n te  n ra íces  co n ta d a s  con  su re s ­
pe c tiva  m u ltip lic id a d .
S ea n  la s  ra íce s  d e  P (x) p o lin o m io  de  g ra d o  n con 
co e fic ie n te  p rin c ip a l a.

x ,; x..: x . x4; x . : ...; x.
el p o lin o m io  p u e d e  e x p re sa rse  de  la s ig u ie n te  m a-

P (x) =  a(x  -  x ,) (x  -  x 2)(x  -  x 3) ... (x  -  x n)

E jem p lo :
Un p o lin o m io  con  ra íces  { - 2 ;  - 1 ;  1; 2 } es:
P (x) =  (x  +  2 )(x  +  1)(x  -  1)(x -  2)
S ea  la e c u a c ió n  po lin o m ia l P (x) =  0

L la m a re m o s  ra íces  de  la e c u a c ió n  po lin o m ia l 
a las ra íces  de  P(x).
Toda ra íz  de la e c u a c ió n  e s  ta m b ié n  s o lu c ión  
de  la ecu a c ió n .

TEOREMA DE CARDANO - VIETTE
S ea  la e c u a c ió n  p o lin o m ia l de  g ra d o  n

P (x )  =  a 0x n +  a , x n 1 +  a 2x n

C u y a s  ra íce s  son  x-p x 2; x 3; ... x n 
S u m a  de ra íc es
51 =  x-| +  x 2 +  x 3 +  ... +  x n =  ¡-

a o
S u m a  de p ro d u c to s  b in a rio s
_ 3 25 2 =  X-|X2 +  XtX3 +  X2X3 +  ... =  —

a0
S u m a  de p ro d u c to s  te rn a rio s
_  a 3
S 2 =  X-|X2X3 +  X-|X2X4 +  x 2x 3x4 +  ... =  -  —

a0
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P ro d u c to s  de ra íc es
S n =  x ,x 2x 3 ... x n =  ( - 1 ) "  ~

3ü

T e o rem a (d e  p a rid ad  d e  ra íces )
S ea  P (x) =  0 una e c u a c ió n  p o lin om ia l, de  g ra d o  
no m e n o r a do s , de  c o e fic ie n te s  rea les . El nú m e ro  
c o m p le jo  (a +  b¡) es ra íz  de  P (x) =  0 si y  so lo  si 
(a -  b¡) es ra íz  de  P (x) =  0; b i= 0.

E je m p lo :
C o n s tru ir  una e c u a c ió n  de  m e n o r g rado , una de 
c u ya s  ra íce s  es: 5 -  3¡

R e s o lu c ió n :
P o r e l te o re m a  s i x ,  =  5 -  3 i e s  ra íz  e n to n c e s
x 2 =  5 +  3¡ ta m b ié n  lo se rá , lu eg o  una de  las e c u a ­
c io n e s  de  m e n o r g ra d o  es:
x 2 -  (Xt +  x 2)x +  x ,x 2 =  0

x2 -  10x +  34 =  0

T eo rem a
S ea P (x) =  0 una e c u a c ió n  p o lin o m ia l de  g ra d o  no 
m e n o r a dos, de  c o e fic ie n te s  rac io na les . El nú m e ro
Irrac io na l (a  +  I b )  es ra íz  de P (x) =  0 si y  so lo  si
(a  -  -ib )es  ra íz  de  P (x) =  0; -ib e l

E jem p lo :
S i una de  las ra íces  de  la ecua c ión  x2 +  ax +  b =  0; 
(a; b} e  ©  es 3 +  Í 2  . H a lle  a y  b.

R e s o lu c ió n :
C o m o  los c o e fic ie n te s  de  la e c u a c ió n  son  nú m e ro s  
rac io na les , a p lic a m o s  el te o re m a .
C o m o  X! =  3 +  Í2  es  ra íz  e n to n ce s  x 2 =  3 - - Í 2  
ta m b ié n  es ra íz; fo rm a re m o s  la e c u a c ió n
x2 -  (x, +  x 2)x +  x ,x 2 =  0

x2 -  6x +  7 =  0
C o m p a rá n d o la  con  x2 +  ax +  b se  tiene : 
a =  - 6  y b =  7

ECUACIÓN LINEAL (Ec. de 1.° grado)
S on a q u e lla s  e c u a c io n e s  p o lín o m ia le s  que  se  re ­
d u ce n  al a s ig u ie n te  fo rm a  gene ra l.

P (x) =  ax +  b =  0 /  a ^ 0

R e s o lu c ió n :
ax t  b =  0 »  ax +  b +  ( - b )  =  0 +  ( - b )
«  ax +  0 =  - b  «  ax =  - b
(C o m o  a +  0 => a 1 i  0 ) o  a 1ax =  a ~ 1( - b )

«  1 tx ) =  l ( - b ) « x  =  - |  C S  =  { - | }

ECUACIÓN CUADRÁTICA (Ec. de 2.° grado)
Fo rm a  gene ra l:

P (x) =  ax ‘  +  bx +  c  =  0; a 0

R esolución:
1 .

4 , 3
3 ’ 2

P o r fa c to rlz a c ió n :
S ea : 6x2 -  17x +  12 =  0 
»  (3x  -  4 )(2 x  -  3) =  0 
»  3x  -  4  =  0 v  2 x - 3  =  0 
«  x =  4 /3  v  x =  3/2 .-. C S  =

Las ra íce s  de  la e c u a c ió n  son: 
x , =  4 /3 ; x 2 =  3/2

P or fó rm u la :
s e a  P (x) =  ax2 +  bx +  c =  0 /  a  #  0 po d e m o s  
d e m o s tra r que  las ra íce s  de  e s ta  e c u a c ió n  
v ie n e  d a d a  por:

x 1: 2
- b ± Ib? - 4 a c

2 a

F ó rm u la  g e n e ra l de  la e c u a c ió n  c u a d rá tica

A n á lis is  d e  su s  s o lu c io n e s
S ea la e c u a c ió n  cua d rá tica :

a #  0 de  c o e fic ie n te s  rea lesax  +  bx +  c =  0

D e fin im o s  su  d isc r im in a n te  (A), as i: 
E n to n ce s  las ra íces  se rán :

-  b +  -ÍK  . .. -  b

A =  b -  4 a c

2 a
x 2 = - I X

2a

C a s o  I
Si A = 0 :  las ra íces  son ig u a le s  (x-i =  x 2) y  rea les . 
L a  e c u a c ió n  p o s e e  s o lu c ió n  ú n ic a . A d e m á s  
a x 2 +  bx  +  c, es un tr in o m io  c u a d ra d o  pe rfec to .

C a s o  II
SI A > 0 :  las ra íce s  son  d ife re n te s  (x , ^  x 2) y re a ­
les. La e c u a c ió n  p re se n ta  do s  s o lu c io n e s .

C a s o  III
Si A <  0: las ra íce s  son  c o m p le ja s  no re a le s  y  c o n ­
ju g a d a s . (x-i =  u +  vi =>x2 =  u -  v i); v  #  0.

P ro p ie d ad e s:
S ea la ecua c ión  cuad rá tica : ax2 +  bx +  c  =  0; a #  0 
de  ra íce s  Xt y x 2:



Á l g e b r a  j 6 7

S um a d e  ra íces : x-, +  x2 =  -b /a

P ro d u c to  de  ra íces : I x 1x2 =  c/a 
D ife re n c ia  d e  ra íces :

( X i  +  x 2) 2 - ( x 1 - x 2 )2 = 4 x 1x 2

R e c o n s tru cc ió n  de  la ecu a c ió n :

x  -  (x , +  x 2)x +  x ,x 2 =  0

O b s e rv a c ió n :
La e c u a c ió n  a x 2 +  bx +  c =  0 / a --f- 0, de  ra ice s  
x , y x 2 no nu las.

P osee  ra íce s  s im é tric a s  «  Xt +  x2 =  0 
P osee  ra íce s  re c íp ro ca s  «  x ,x 2 =  1

T e o rem a
Si las e c u a c io n e s  cua d rá tica s :

a x 2 +  bx  +  c  =  0: abe ±  0 
m x2 +  nx +  p =  0; m n p  #  0 

p o se e n  igua l c o n ju n to  so lu c ión .

S e  cum p le : _a_ _  b _  c 
m ~  n _  p

ECUACIONES POLINOMIALES DE GRADO SUPE­
RIOR
S on a q u e lla s  e c u a c io n e s  p o lin o m ia le s  q u e  se  re ­
du ce n  a la s ig u ie n te  fo rm a  gene ra l:

P (x) =  a0x n +  a^x" 1 +  ... +  a n _ ,x  +  a n =  0

D on de : a 0 7 0, n e  Z  a  n >  2 

R e s o lu c ió n :
P ara  re s o lve r e s ta s  e c u a c io n e s  se han d e s a rro lla ­
do  una  d ive rs id a d  de  té cn ica s  y  a rtific io s , q u e  en  su 
m a yo ría  p e rm ite n  h a lla r los v a lo re s  a p ro x im a d o s  
d e  sus  ra íces .

En el p re se n te  ca p ítu lo , ba jo  c ie rta s  c o n d ic io n e s  la 
re s o lu c ió n  de  a lg u n a s  de  es ta s  e c u a c io n e s  ha ce  
uso  de  los s ig u ie n te s  te o re m a s :

T e o rem a I
Toda e c u a c ió n  p o lin o m ia l dé  c o e fic ie n te s  rea les  
a d m ite  ra íz  im a g in a ria  (a +  bi), si y  so lo  sí (a -  bí) 
es ra íz  im a g in a ria , d o n d e  b #  0.

T e o rem a II
Toda e c u a c ió n  p o lin o m ia l d e  c o e fic ie n te s  ra c io n a ­
les tie n e  ra íz  (a  +  Ib), s i y  so lo  si (a  -  Ib) es raíz, 
d o n d e  a s ® ,  ib  e l

T e o rem a III
Toda e c u a c ió n  p o lin o m ia l de  c o e fic ie n te s  ra ­
c io n a le s  te n d rá  com o  ra íces  a: Ja + I b ,
la -  Ib; -  la -  Ib; -  la +  Ib si y so lo  si una  de
e lla s  e s tá  p re se n te  (la, Ib son  ir ra c io n a le s ). En 
s e g u id a  a n a lice m o s  a lg u n a s  e c u a c io n e s  p o lin o ­
m ia les  d e  g ra d o  s u p e rio r m uy  im p o rta n te s .

ECUACIÓN CÚBICA
L la m a d a  ta m b ié n  e c u a c ió n  p o lin o m ia l de  g ra d o  3 
cuya  fo rm a  g e n e ra l es:

a x 3 +  bx2 +  ex +  d =  0; a 7  0

M e d ia n te  la s u s titu c ió n  x  p o r | x  se  pu ed e

o b te n e r la s ig u ie n te  e c u a c ió n  en x

x 3 +  px +  q =  0 (D

P ara  s o lu c io n a r la e c u a c ió n  an te rio r, d e fin a m o s
. . .  3  / n  >3q /  i p ,
—j  +  j  . E n to n ce s  las ra íce s  de  (I) serán :

x , =  ° f Y + I I +  * ] - % - I I

X2 =  3̂ - |  +  / a  W  +  3J - ^ - I a  W

X3 = 3J - § + V Á w 2 +  ^ - | - / Á v

do nd e : w  =  +  —  i/ i =  - P r  
2 2

E jem p lo :
R esue lva : x 3 -  15x -  126 =  0

R e s o lu c ió n :
I .A = 62 ; Xj  = 5 t  1 = 6

H - H ' M - i - f ,  

- M
.-. C S = { 6 ;  -  3 +  2 /3  i: - 3 - 2 / 3  i}
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ECUACION BICUADRADA
Es a q u e lla  e c u a c ió n  d e  c u a rto  g ra d o  q u e  p re se n ta  
la s ig u ie n te  fo rm a  gene ra l:

ax  +  b x2 +  c =  0; abe 0

T e o rem a s
S ea  la b icu a d ra d a  en  x:

ax4 +  b x 2 +  c =  0; abe é  0 

Si m y n son  dos ra íce s  no s im é tr icas , en to n ce s : 
—m  y  —n ta m b ié n  lo  se rán .

Luego:

C S  =  {m ; - m ;  n; - n }

m 2 +  n2 =  - b /a
2 2 m n

R e c o n s tru ir  una e c u a c ió n  b ic u a d ra d a . C o n o ­
c ie n d o  do s  ra íces , cu ya  s u m a  no sea  ce ro , (no 
s im é tr ica s ).

U na e c u a c ió n  b icu a d ra d a  en x, d o n d e  do s  de  sus  
ra íce s  son  m y n ( m  +  n / - 0) v ie n e  d a d a  por:

(m 2 +  n2)x2 +  m 2n2 =  0

ECUACION BINOMIA
E s aq u e lla  e c u a c ió n  de  do s  té rm in o s  y que  p re s e n ­

ta  la s ig u ie n te  fo rm a  g e ne ra l: a x n +  b =  0 

d o nd e : ab  #  0; n e  TL a  n >  3

P a ra  re s o lve r e s ta  e c u a c ió n -po d e m o s  a p lic a r p ro ­
d u c to s  n o ta b le s  o los c rite rio s  de  fa c to riz a c ió n , así 
c o m o  ta m b ié n  las a p lic a c io n e s  de  los n ú m e ro s  
com p le jos .

En: a x ;l +  b =  0 ■ X '1 =  => x =
a

Luego: si: |  <  0 => x  =  | ( 1 )  =  nJ - ^  nf \

?k7T , 2 k it
x ' “  ' l a COSÍ n +,sen(— )j

k =  0; 1; 2; ...; (n -  1)

o - x = ^ | ( - i )  = nj | . nr iSí: b/a

X  -  n 1 k1 ” v a eos
(2k + 1)jt \

n ) + ,sen
(2 k +  1)7 t||

k =  0; 1 ; 2 ; ...; (n -  1 )

ECUACIÓN TRINOMIA
Es a q u e lla  e c u a c ió n  de  tre s  té rm in o s  y  qu e  p re se n ­
ta  la s ig u ie n te  fo rm a  ge ne ra l: 
a x 2n +  b x n +  c =  0, d o n d e : abe  ^ 0 n - e Z / \ n > 2  

P ara  su re s o lu c ió n  h a re m o s  un ca m b io  de va ria b le : 
x 11 =  y. fo rm á n d o se  una e c u a c ió n  c u a d rá tica  cuya 
so lu c ió n  es  senc illa , p ro p o rc io n a n d o  lu eg o  las so ­
lu c io n e s  de  y a la v a r ia b le  o rig in a l x n o rig in a n d o  
e c u a c io n e s  b in o m ia s , de  re s o lu c ió n  ya  cono c ida . 
En la e c u a c ió n : ax211 +  b x 11 +  c =  0 ha ce m o s: 

x r =  y . . . ( 1 )

- b ± I b 2 -  4a cay  +  by  +  c =  0 =>y1 ;2 = -

-  b +  i b 2 -  4a c. y, =  ---------------  ; y2 =

2a 

- b -  ■lb2~- 4a c
2 a 2a

En (1):

- b +  i b 2 - 4a c
2 a

^ b ^ -_ /b ^ -_ 4 a c _
2a

- b + I b 2 - 4ac
2a

n - b / b 2^ 4a c
2 a

POLINOMIO RECIPROCO
D ad o el p o lin o m io  P (x) no c o n s ta n te  y de  g ra do  
n con té rm in o  in d e p e n d ie n te  no  nu lo  d ire m o s  qu e  
P (x) es  re c íp ro co  si y so lo  si se  cum p le :

P (x) =  x n p ( I '

P (x) =  2 x 3 -  7x2 -  7x  +  2
P (x) =  6x4 a  35x 3 +  6 2 x 2 + 35x +  6

ECUACIÓN RECÍPROCA
Es a q u e lla  e c u a c ió n  c u yo s  c o e fic ie n te s  de  los té r­
m ino s  e q u id is ta n te s  de  los e x tre m o s  son de  igua l 
va lo r: p re se n ta n  la s ig u ie n te  fo rm a  ge ne ra l:

D on de : n e  TL I n >  2
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E s ta s  e c u a c io n e s  si p re s e n ta n  c o m o  s o lu c ió n  a 
m , e n to n c e s  ta m b ié n  a c e p ta rá n  c o m o  s o lu c ió n  a 
x =  1 /m , co m o  m  y 1 /m  son  re c íp ro co s  y ra íce s  de 
la ecu a c ió n , a es ta  s in g u la rid a d  se  d e b e  e l no m b re  
d e  e c u a c ió n  rec íp ro ca .
P ara  la re s o lu c ió n  se  d e b e  a g ru p a r los té rm in o s  
e q u id is ta n te s  d e  los ex tre m o s , fa c to r iz a r x n/2 (si n 
es p a r) pa ra  lu e g o  re a liz a r el s ig u ie n te  ca m b io  de 
va ria b le :

r x2 -  1 /x 2 =  y 2 -  2 
x  +  1/x  =  y  => 4 ,  „ ,  ,  ,  „

[  x  +  1/x3 =  y 3 -  3y

E c u a c ió n  re c íp ro c a  d e  g rad o  par. C o m o  casos
p a rtic u la re s  po d e m o s  in d ic a r las s ig u ie n te s  e c u a ­
c ion es :
ax4 +  bx3 +  ex2 +  bx +  a =  0
ax6 +  b x5 +  ex4 +  d x 3 +  ex2 +  bx +  a =  0

E cu ac ió n  re c íp ro c a  de g ra d o  im par. C o m o  c a ­
sos  p a rtic u la re s  se  tie n e n  e c u a c io n e s  de  la fo rm a:
bx5 +  bx4 +  ex3 +  ex2 +  bx +  a =  0

a x 7 +  b x6 +  ex5 +  dx4 +  d x 3 +  ex2 +  bx +  a =  0

Esta ecuación  tiene com o  so lución a: x =  1 v x =  - 1 ,  
e n to n ce s  se  p o d rá  a p lic a r la  reg la  de  R u ffin i para 
te n e r una e c u a c ió n  de  g ra d o  m e n o r a la respu es ta .

ECUACIÓN FRACCIONARIA
Es a q u e lla  que  se  p re se n ta  com o  la d iv is ió n  de  dos

p o lin om ios , cu ya  fo rm a  g e n e ra l es: M  = 0
h (x )

d o n d e  h(x ) es  un p o lin o m io  no cons tan te . 

R e s o lu c ió n :
P ara  re s o lve r e s ta  e c u a c ió n , se  su g ie re  segu ir, los 
s ig u ie n te s  pasos:

f  (x)
A s e g u ra r la ex is ten c ia  de  la e x p re s ión  — - ,

h (x )
pa ra  lo cu a l se  d e b e  a s e g u ra r q u e  n(x ) A 0. 
D e aq u í se  o b tie n e  un c o n ju n to  de  v a lo re s  que 
p u e d e  a s u m ir ia in có gn ita .
P rocura r, en lo po s ib le , tra n s fo rm a r la fra c c io ­
na ria , en una p o lin o m ia l; cuya  re s o lu c ió n  la 
co n o ce m o s  o b te n ié n d o s e  un c o n ju n to  s o lu ­
c ión .

F in a lm e n te  e l c o n ju n to  s o lu c ió n  d e  ¡a e c u a ­
c ión  fra cc io n a ria , es la in te rse cc ió n  de  los 
co n ju n to s  o b te n id o s  en los pa so s  a n te rio re s

SISTEMA DE ECUACIONES
S e  llam a  as í al c o n ju n to  de  e c u a c io n e s  linea le s  
con dos o m ás  in có g n ita s , ias c u a le s  pu ed en  v e r if i­
c a rse  pa ra  a lg u n o s  v a lo re s  a s ig n a d o s  a sus  in c ó g ­
n itas  o ta l v e z  nu nca  se  ve rifiq u e :

E jem p lo :
x +  y  =  2 es  un s is te m a  linea l de  do s  ecua - 
x -  y  =  4 c io n e s  con  dos  in có g n ita s

x  +  y +  3x  =  5 es un s is te m a  linea l
2x  +  y  -  z  =  4  => de  3 e c u a c io n e s  con
7x +  9 y  -  2z =  14 3 in có g n ita s

S is te m a  linea! h o m o g é n e o . Es aq ue l s is te m a  
d o n d e  sus  té rm in o s  in d e p e n d ie n te s  son ig ua les  a 
cero.

E jem p lo :
2x +  5y  =  0

=> s is te m a  linea l h o m o g é n e o
3x -  7y  =  0 

5x +  7 y  +  2z  =  0
2 x -  y -  z  =  0 => s is te m a  linea l h o m o g é n e o
3x +  y  +  z  =  0

S o lu c ió n  d e  u n  s is te m a  d e  e c u a c io n e s  lin ea les
Es una co le cc ión  de  nú m e ros  qu e  ve rifica n  en fo rm a  
s im u ltá n e a  a un con jun to  de  e c u a c io n e s  linea les.

E je m p lo :
El p a r o rd e n a d o  (2; 3) es  s o lu c ió n  de i s is tem a :

x +  y =  5 
2x  +  y  =  7

pu e s  s i a s ig n a m o s  a x el v a lo r d e  2 y a y  e l v a lo r de 
3, e n to n ce s  se  ve rifica n  a m b a s  ecu a c io n e s .

S o lu c ió n  triv ia l d e  un s is te m a  lin ea l. Se llam a 
as í cu a n d o  la c o le cc ió n  de  n ú m e ro s  e s tá  fo rm a d o  
po r ce ros .
P or e je m p lo : (0: 0), (0: 0; 0), (0; 0: 0; 0), e tc .: son 
so lu c io n e s  triv ia íes .

S is te m a  de e c u a c io n e s  qu e  p re s e n ta n  s o lu c io ­
nes tr iv ia le s . Los s is te m a s  d e  e c u a c io n e s  linea le s  
q u e  son  h o m o g é n e o s , son  ios q u e  p re se n ta n  s o lu ­
c io n e s  tr iv a le s , as í p o r e je m p lo :

3 x  +  2y  +  z  =  0
x +  y  +  z  =  0

x -  y -  z =  0
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Es un s is te m a  de  e c u a c io n e s  lin e a le s  h o m o g é n e o  
que  tie n e  com o  s o lu c ió n  (0; 0; 0).

El c o n ju n to  s o u c ió n  de un s is te m a  d e  e c u a c io ­
n es. C om o e l c o n ju n to  fo rm a d o  p o r las s o lu c io n e s  
de l s is te m a  linea l.

C o n ju n to  s o lu c ió n  d e  un s is te m a  lin ea l q u e  no  
p re s e n ta  s o lu c ió n . Es el c o n ju n to  nu lo  o v a c io , es  
de c ir: CS =  {  } o C S  =  o

DE ACUERDO A LA CANTIDAD DE SOLUCIONES, 
¿QUÉ CLASES DE SISTEMAS DE ECUACIONES 
EXISTE?
E x is ten  las c o m p a tib le s  d e te rm in a d a s , c o m p a ti­
b les  in d e te rm in a d a s  e in co m p a tib le s .

P ro p ie d a d e s
S ea el s is te m a  d e  e c u a c io n e s  linea les:

ax  +  by  =  c 
m x +  ny =  p 

E n to n ce s  se  cum p le :

1 . ja n  bm  | cu a n d o  se  tie n e  s o lu c ió n  ún ica  (c. 
d e te rm in a d o )

2 . |an  =  bm  a  bp =  nc ¡ cu a n d o  tie n e  in fin ita s  s o ­
lu c io n e s  (c. in d e te rm in a d o )

3. ja n =  bm  A bp #  nc I cu a n d o  no tie n e  s o lu c ió n  
( in co m p a tib le )

REGLA DECRAMER
S irv e  pa ra  re s o lve r s is te m a s  de  e c u a c io n e s  lin e a ­
les con 2 o  m ás  in có gn itas .
S ea  el s is te m a  s ig u ie n te : ax  +  by =  c 

m x +  ny =  p
S e  de fine :

AS =

D onde:
A s: d e te rm in a n te  re sp e c to  al s is te m a  
Ax: d e te rm in a n te  re sp e c to  a la in có g n ita  x 
Av: d e te rm in a n te  re sp e c to  a la in có g n ita  y 
P ara  ha lla r los v a lo re s  de  x e y  se  u tiliza  las s i­
g u ie n te s  re lac ion es :

I a b I I c b • la  e l
A x  = A y  =

I m  n | ’ IP n | m p

EJERCICIOS RESUELTOS

x =  A x /A s y =  A y /A s

H a lla r las ra íces  de  la ecua c ión : 
x (x  -  2a) ^  a _  x  a -  x

Vbc IE Ib
■ =  1 a

Ibc
R e s o lu c ió n :
M u ltip lica n d o  a m bo s  m ie m b ro s  d e  la e c u a c ió n  
p o r Ibc . se  ob tiene :
x(x -  2a) + Ib (a -  x) -  l e  (a -  x) = Ibc -  a2 
Ordenando e igualando a cero: 
x2 -  2ax + a Ib -  I b x  -  a le  + ■ 
x2 + (le -  Ib -  2a)x + a Ib -  a 
x2 + ( V c - V b - 2 a ) x  + (a + V b ) (a -V c )  = 0 
[x -  (a +  Vb )][x -  (a -  Ve)] = 0 
Igualando a cero los factores y. despejando: 
x-i = a + Vb a  x2 = a -  Ve

2. ¿ C u á le s  son  los v a lo re s  de  p y  q, pa ra  q u e  las 
ra íce s  de  la ecu a c ió n : x 2 +  px  +  q =  0, sean  
ta m b ié n  p y  q?

R e s o lu c ió n :
S ea n x , y x2 ra íces  de  la e c u a c ió n : 

x 2 +  px +  q =  0 
P or da to : x , =  p; x2 =  q 
P o r p ro p ie d a d  de  las ra íce s  de  una ecu a c ió n  
de  2 .° g ra do : Xi +  x 2 =  - p  

x ,x 2 =  q
R e e m p la z a n d o  los v a lo re s  de  Xí y x 2 p o r ra ­
zó n  de  e n u n c ia d o : p +  q =  - p  =» q =  - 2  

pq =  q =5 p =  1

3. ¿ Q u é  v a lo r  d e b e  te n e r  c, e n  la e c u a c ió n :
x 2 +  8x +  c =  0 pa ra  q u e  una ra íz  sea in ve rsa  
de  la o tra?

R e s o lu c ió n :
La e c u a c ió n : x2 -  8x +  c =  0
S ean  sus ra íces : x, y x2
P or p ro p ie d a d  de  las ra íce s  en  una e c u a c ió n
c u a d rá tica : x ,x 2 =  c /1 ... (I)
P o r d a to  de l p ro b le m a : x-,x2 =  1
(E l p ro d u c to  de  do s  c a n tid a d e s  s ie n d o  una la
in ve rsa  de  la o tra  s ie m p re  es la un id ad )
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R e e m p la z a n d o  en  (I):
1 =  c/1 => 1 =  c

4. En la e c u a c ió n : 2 x 2 -  (m  -  1)x +  (m  +  1) =  0, 
¿ q ué  v a lo r p o s itiv o  d e b e  d a rse  a m pa r que  
las ra íces  d ifie ra n  en uno?

R e s o lu c ió n :
S ea n  x 1 y  x2 las  ra íces  de  la ecu a c ió n :

2x 2 -  (m  -  1 )x +  (m  +  1 ) =  0 

P or da to : x , -  x 2 =  1 ... (I)

P o r p ro p ie d a d  de  las ra íces :

-  (m  -  1 )
Xi +  X2 — — (II)

S u m a n d o  (I) +  (II), se  log ra : x , = m +  1

R eem plazando este va lo r en (III), se logra: x2 =  2 

R e e m p la z a n d o  x 1 y  x2 en (II):
m A 1 , O m — 1 -1 *1—   h 2 = ---------- , d o nd e : m =  11

4 2

5. H a lla r el p ro d u c to  de  las ra íces  d e  la e c u a ­
c ión : Vx +  3 -  / x  -  2 =  5 

R e s o lu c ió n :
S e  tiene : / x  +  3 -  f x ~ ^ 2 =  5 

Tam bién : ■Ix +  3 =  5 +  -Ix -  2 

E le va n d o  al c uad rad o :
x  +  3 =  25  +  10 l x - 2  +  x  -  2

=» - 2 0  =  1 0 / x  -  2 .-. - 2 =  h - 2

La e c u a c ió n  no tie n e  s o lu c ión  pu e s  no ex is te  
n in g ú n  n ú m e ro  rea l ta l qu e  su ra íz  cu a d ra d a  
sea  ne ga tiva .

6. ¿C uá l es e l v a lo r de  y  en e l s is te m a  de  e c u a ­
c io n e s  s im u ltá n e a s : 2 x +  3 /y  =  16 

8x -  2 / y  =  36

R e s o lu c ió n :
S is tem a : 2x +  3 / 7 =  16 .... (I)

8x -  2 / y  =  36  . . . ( I I )

M u ltip lica n d o  la (I) p o r - 4 :

- 8x  - 1 2 / 7 =  - 6 4  . . . ( I I I )
8x -  2 / 7 =  36 . . . ( IV )

S u m a n d o  (III) +  (IV):
- 1 4 / 7 =  -  28 => ¿ 7 = 2  . . y  =  4

7. D ad o  el s ig u ie n te  s is te m a  de ecu a c io n e s : 
5 I x  - 3 / 7  =  3
25 x  — 9 y  =  81

e n c o n tra r el v a lo r de  (x +  y).

R e s o lu c ió n :
El s is te m a : 5 / x - 3 / 7 = 3  . . . ( I )

25 x  -  9y =  81 . . . ( I I )

De (II): ( 5 /x  )2 -  ( 3 / 7 )2 =  81

( 5 / x + 3 / 7 ) . ( 5 / x - 3 / 7 )  = 81 
D e ( l ) : 5 / x + 3 / 7  =  27  . . . ( I I I )

S u m a n d o  m ie m b ro  a m ie m b ro  (I) +  (III) 
Se  logra : 1 0 /x  =  30  ^  x =  9
R e e m p la z a n d o  en (II): 2 5 (9 ) -  81 =  9y 
D e d o n d e : y =  16 
Se p ide : x +  y =  16 +  9 =  25

8. D ado  el s is te m a  de  e c u a c io n e s : 
x -  y =  1,3

/TÓx -  /T o 7  =  1,0

e n c o n tra r el v a lo r de  (x +  y)

R e s o lu c ió n :
El s is te m a : x -  y  =  1,3 ... (I)

/ÍO x  - / ÍÓ 7  =  1 . . . ( I I )

De (I): ( / x + / 7 ) ( / x - / 7 )  =  1,3 . . . ( I I I )

De (II): ¿ T o (/x  -  J y )  =  1

( ¿ T - / 7  ) = ~  - ( I V )
¿10

R e e m p la z a n d o  (IV ) en  (III):

( / 7  +  / 7 )  1 =  1,3
/ 1 0

(/x + /7)= 1 ,3 / 1 0  ,..(v)

S u m a n d o  (V ) +  (IV ) m ie m b ro  a m iem bro : 

2 / x  =  1 ,3 /1 0  -■ 1
¿To

x =  4 ,9 ; y =  3,6

S e  p ide : x +  y  =  4 ,9  +  3 ,6  =  8,5
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I DEJERCICIOS PROPUESTOS 1J
1. R eso lve r:

- 3 (2 x  +  7) +  ( - 5 x  +  6) -  8(1 -  2x) -  (x -  3) =  0

c) 4a) 2 
d) 5

b) - 3  
e) 7

2. R eso lve r: x  -  (5 -  x) =  3 -  ( - 2 x  +  8)

a ) 5/2 
o )1
e) in co m p a tib le

b) O
d) in d e te rm in a d o

3. R eso lve r: 

3 )1
d) 2 /9

. x -  1 x -  2 x - 3 _ x -  5

b) 5/7 
e ) 11/7

4. R eso lve r: - — 5- =  2 -  i-

a) 1 
d) 4

b) 2 
e) 5

c) 3/8

c) 3

5. R eso lve r: — (x +  3) +  =  -1 (x  -  1) -  (x -  3)
3 6 2

a ) 13/5 
d ) 8 /5

b) 18/5 
e) 18 /15

c) 3 /2

6. R eso lve r: 2 x  -  ( 2x 3x -  1\ 2 / x  +  2 \  1

a ) 1/13 
d ) 13 /15

b) 2 /13  
e ) 19 /23

3 V 6 / 4

c) 7 /19

7. R eso lve r: (x -  2 )2 =  1 +  (3 -  x )2

a) 3 b) 2 c) 1 d) O e ) 7

8. R eso lve r: (4 -  5 x )(4 x  -  5) =  (1 Ox -  3 )(7  -  2x)

a) 1 /15 
d ) 4 /9

b) 2 /35  
e ) 3 /17

c) 1 /35

9. R eso lve r: (x +  3 )3 -  x 3 -  9 x 2 =  54

a) O b) - 1  c) 1 d ) 2 e ) - 2

10. R eso lve r: x - 5 h    =  7 -  x  +  ^
x -  6 x -  6

a) 6
c) 6 y  - 6  
e) in co m p a tib le

b) - 6
d) in d e te rm in a d o

11. R e s o lv e r: x -  4 +  2 {5  -  x =  8 -  x +  {2 0  -  4x

b) - 6
d) in d e te rm in a d o

a) 6
c) - 6  y 6 
e) in co m p a tib le

12. H a lla r e l v a lo r de  x  en:
5 (x + 1) — 4

2 +  — - —  x - 2
x -  2 x - 2

a ) x e  IR b) x =  0
d ) x e  IR -  {2 } e ) x  =  3/2

13. R eso lve r:

c ) x  =  1/3

3 + — !—  3 + -—i

a) 4 

d ) 3

b) 3 j

e) 1

c ) 2 ]

14. En la s ig u ie n te  e c u a c ió n :
(x +  1) +  (x  +  2 ) +  (x +  3 ) +  ... +  (x +  n) =  n2 
d o n d e : n e  TL A n >  20 00 ; el v a lo r de  x es:

( 2n +  1) ( n + 1 ) 3n
a) -------------- b ) — - —  c) —2 2 2

( n - 1 )
d ) e)

15. H a lla r e l v a lo r de  x en:

a)

o)

e)

a +  b -  c 

c 2
c  +  a -  b

abe
a +  b +  c

x  -  a _  x  -  b _  x -  c 
ab  ac be

b)

d)

a +  b -  c

b +  c  -  a

Jy | T | O JC
16. L u e g o  d e  reso lve r: i — —— =  3 in d iq ue

/ x ~ T l  - 2 Í k

el v a lo r de  ^x  1 +  1
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a) 4  b) 3 ,5  c) 3
d ) 2 ,5  e ) 2

, a ( a - x )  b (b  +  x)
17. R e s o lv e r :—5—  -----5------------=  x

a ) a  +  b b) a -  b c) a
d) b e ) ab

18 . R eso lve r: ^ Í 1 - - W - f l - - W  1x  > a \  x

a ) a +  b b) a -  b c) a
d ) b e ) ab

19. R eso lve r: — - — 1—  =  — — ^— +  2
x  +  a -  b x  -  a +  b

a ) a -  b b) (a -  b )2 c) a +  b
d ) (a +  b )2 e ) ab

20. R eso lve r: 2x  +  3y  =  8 A 4 x  +  5y  =  14 
c a lc u la r xy

c) 3a ) 1 
d ) 4

b) 2
e ) 5

21 . R eso lve r: 2x  +  3y  = - 2  A 5x +  7y  =  11 
h a lla r x  +  y.

a ) - 2 0  b) 10 c) 15
d ) 4  e ) 3

22. S i: 7x  -  9y  =  39  A 2 x - 1 6  =  5y 
in d iq u e  xy

c) - 1a ) - 6  
d) 15

b) 1 
e ) 18

23. R esolver: 30x -  23y  =  136 A 24x +  47y  =  - 2 2  
h a lla r xy

c) - 1 5a) 5 
d ) - 1 8

b) - 2  
e ) - 6

24. R eso lve r: x  +  1 =  1 /(2y) a  x  — 1 =  1/y 
ha lla r: xy

8 ) “ Á

d)  3/4

b)  - 3  

e)  1/4

c)  12

25. R eso lve r: y  + =  2 a  x  -  y  =  ■

ca lcu la r: x  +  y

a) 3
d) 12

b) 7 
e ) 15

c) 10

U) i . d 6. c 11. e 16. a 21. c
ai 2. d 7. a 12. d 17. b 22. a

<r 3. b 8. c 13. a 18. a 23. e
j 4. e 9. c 14. c 19. b 24. d
u 5. d 10. e 15. b 20. b 25. c y



DESIGUALDADES E INECUACIONES

DESIGUALDADES
E s a q u e lla  c o m p a ra c ió n  q u e  se  e s ta b le c e  e n tre  
d o s  n ú m e ros  rea les , m e d ia n te  los s ím b o lo s : < ; < ;
>; >
Lu eg o , sean  a, b e  IR 
Si: a >  b se  lee  a es m a yo r qu e  b

a <  b se  lee  a es m e n o r que  b
a >  b se  lee  a es m a yo r o  igua l q u e  b
a <  b se  lee  a es m e n o r o  igua l q u e  b

D efin ic ió n  de >  y <
D ad os  a, b e  IR
1 . a >  b si y so lo  si a -  b es po s itivo
2 . a <  b si y  so lo  si b -  a es  po s itivo

E je m p lo s :
3 <  5 p o rq u e  5 -  3 =  2 y 2 es p o s itiv o  
- 1 0  <  - 6  porque - 6  — (—10) =  4 y  4 es positivo. 
7 >  2 p o rq u e  7 - 2  =  5 y 5 e s  pos itivo .
- 2  >  - 7  p o rq u e  - 2  - ( - 7 )  =  5 y 5 es  po s itivo .
3 2 3 2 1 1— >  -  p o rq u e  ^  -  ■= =  —  y  —  es po s itivo
4 3 4 3 12 12

D e fin ic ió n  d e  < y >
D ad os  a, b e  IR
1 . a <  b si y  s o lo  s i a < b o a  =  b
2 . a >  b si y so lo  si a >  b o a =  b

La s  p ro p ie d a d e s  a <  b, a >  b, a <  b y a >  b se 
d e n o m in a n  d e s ig u a ld a d e s . En p a r tic u la r , a <  b y 
a >  b se  lla m a n  d e s ig u a ld a d e s  es tr ic ta s , m ie n tra s  
q u e  a <  b y a >  b rec ib en  e l no m b re  de  d e s ig u a ld a ­
des no e s tric ta s .
D e la d e fin ic ió n  de  <  y >  
a >  0 si y  so lo  si a es po s itivo  
a <  0 si y so lo  si a es ne g a tivo

LEY DE TRICOTOMÍA
P ara  c u a lq u ie r n ú m e ro  rea l “a ” , una y s o la m e n te  
un a  de  las s ig u ie n te s  re la c io n e s  se  cum p le :

a < 0 v  a =  0 v  a >  0

C o r o la r io . P a ra  c u a le s q u ie ra  d o s  e le m e n to s  a, 
b e  IR, una y s o la m e n te  una de  las s ig u ie n te s  re la ­
c io n e s  se cu m p le : a <  b v  a =  b V a >  b

P ru eb a . S ean a y  b n ú m e ro s  rea les , e n to n ce s  ( - b )  
ta m b ié n  es  rea l, lu eg o  p o r la Le y  de  C la u su ra  pa ra  
la ad ic ió n  (+ )  en IR se  tie n e  que  a +  ( - b )  es rea l, 
es d e c ir (a -  b) e  IR.
A p lic a n d o  la Ley de  T ric o to m ía  pa ra  (a -  b) e  IR:

a - b < 0  v a - b  =  0 v a - b > 0  e q u iv a le n te ­
m e n te  (p o r las d e fin ic io n e s  ( 1 ), (2 ) s o b re  <  ; > , y 
p o r el p rinc ip io : la d ife re n c ia  d e  dos  n ú m e ro s  es 
ce ro  s i y  so lo  si son ¡guales).

a  <  b v a =  b v a > b

TEOREMA Y PROPIEDADES DE > Y <
D ad os  a, b, c, d e  IR,

1. SI a +  0 y b >  0, e n to n ce s  a +  b >  0
2. SI a  >  0 y b >  0, e n to n ce s  ab  >  0
3. S i a <  b y b <  c, e n to n ce s  a <  c; (p ro p ie da d  

tra n s itiv a )
4 . Si a <  b, e n to n ce s  a +  c <  b +  c
5. S i a <  b y  c  <  d, e n to n ce s  a +  c <  b +  d
6. S i a <  b y  c >  0, e n to n ce s  ac  <  be
7. S i a <  b y  c <  0, e n to n ce s  ac  >  be

La p ro p ie d a d  (1) a n te rio r e s ta b le ce  q u e  la su m a  de 
d o s  n ú m e ro s  p o s itivo s  es po s itiva , y  la p ro p ie da d
(2 ) e s ta b le ce  q u e  el p ro d u c to  d e  do s  n ú m e ro s  p o ­
s itiv o s  es  po s itivo .

INTERVALOS
S ea I un s u b c o n ju n to  de  IR (I c  IR).

D e c im o s  que  I es  un in te rva lo , si y  so lo  si es el 
c o n ju n to  de  to d o s  los n ú m e ro s  re a le s  que  es tán  
c o m p re n d id o s  e n tre  do s  e x tre m o s  (qu e  pu ed en  se r 
fin ito s  o id ea les ), llam ado s  e x tre m o s  in fe rio r y e x ­
tre m o  supe rio r.

CLASES DE INTERVALOS
Si I es  un In te rva lo , pu ed e  ser: a co ta d o  o no a c o ­
tado .
In te rv a lo  a c o ta d o . Es a q u e l in te rv a lo  cuyo s  e x tre ­
m o s  son  fin ito s .
El c o n ju n to  d e  los n ú m e ro s  x q u e  s a tis fa ce n  la d e s ­
ig u a ld a d  a <  x < b se  d e n o m in a  in te rv a lo  ab ie rto  
y se  d e n o ta  p o r (a ; b ).

P o r ta n to : (a ; b ) =  (x  /  a <  x +  b}
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: (a ; b)

El in te rv a lo  c e rra d o  de  a a b es  el In te rva lo  a b ie rto  
(a ; b ) ju n to  co n  los d o s  e x tre m o s  d e l s e g m e n to  a 
y  b, y se  d e n o ta  p o r [a; b j. A s í:

[a; b] =  {x  /  a < x  <  b}

x e  [a; b]

El in te rv a lo  s e m ia b ie rto  p o r ia iz q u ie rd a  es el
in te rv a lo  a b ie rto  (a : b ) ju n to  con  el e x tre m o  d e re ­
ch o  b.
E s te  in te rv a lo  se  d e n o ta  p o r (a : b j; d e  m o d o  q u e

(a ; b] =  {x  / a <  x <  b}

a b
Figura 1

x e  (a ; b]

S e d e fin e  el in te rv a lo  s e m ia b ie rto  p o r la d e re c h a
de  m a n e ra  s im ila r y se  d e n o ta  po r [a; b ). Así:

[a; b> =  {x  / a < x  <  b}

Figura 2
x  e  [a; b)

El in te rv a lo  (a ; b j se  m u e s tra  en la fig u ra  1, y el
in te rv a lo  [a; b ) se  p re se n ta  en la fig u ra  2. Se u tili­
za rá  e l s ím b o lo  +cc ( in fin ito  p o s itiv o  o m ás  in fin ito ) 
y el s ím b o lo  -o o  ( in fin ito  n e g a tiv o  o m e n o s  in fin ito ); 
s in  e m b a rg o , te n g a  cu id a d o  en no c o n fu n d ir  es tos  
s ím b o lo s  con n ú m e ro s  rea les , ya  qu e  no  cu m p le n  
las p ro p ie d a d e s  de  d ich o s  nú m e ros .

In te rv a lo s  no a c o ta d o s . Es aq ue l in te rv a lo  d o n d e  
al m e n o s  un e x tre m o  e s  el id ea l o  - c c .

(a ; +oc) =  {x  / x >  a}
( - c c ;  b ) =  {x  / x <  b}
[a; + c c )=  {x  /  x >  a}
( - c o  ; b ]=  {x /  x  <  b}
( —cc; + o o )— IR

3 +00
Figura 3

x  g  (a ; +co)

*  ?
- «  b x e ( - o o ; b )

Figura 4

La fig u ra  3 m u e s tra  el in te rv a lo  (a ; +cc> m ien tras  
q u e  la fig u ra  4  p re se n ta  e l in te rv a lo  ( - c c ;  b ). O b ­
s e rve  q u e  ( - c c ;  +oc) re p re s e n ta  el c o n ju n to  de  to ­
do s  los n ú m e ro s  rea les .
P a ra  ca d a  un o  de  los in te rv a lo s  (a ; b ), [a; b], [a; b) 
y (a ; b] los n ú m e ro s  a y  b se  d e n o m in a n  e x tre m o s  
de l in te rva lo . El in te rv a lo  c e rra d o  [a; b¡ c o n tie n e  a 
los do s  e x tre m o s , m ie n tra s  que  el in te rv a lo  a b ie r­
to  (a ; b ) no c o n tie n e  a n in g u n o  de  sus  e x tre m o s . 
El in te rv a lo  [a; b ) c o n tie n e  a su  e x tre m o  izq u ie rd o  
p e ro  no al d e re c h o , y e l in te rv a lo  (a ; b] c o n tie n e  a 
su  e x tre m o  d e re c h o  p e ro  no a l izqu ie rd o .
Un in te rv a lo  a b ie rto  p u ed e  c o n s id e ra rs e  co m o  el 
in te rv a lo  q u e  no c o n tie n e  a sus  e x tre m o s ; p o r el 
c o n tra r io , un in te rv a lo  c e rra d o  p u e d e  c o n s id e ­
ra rs e  c o m o  e l in te rv a lo  q u e  c o n t ie n e  a to d o s  sus  
e x tre m o s .
En c o n s e c u e n c ia , el in te rv a lo  [a; +oc) se  c o n s id e ­
ra c o m o  un in te rv a lo  c e rra d o  p o rq u e  c o n tie n e  a 
su ún ico  e x tre m o  a. D e fo rm a  s e m e ja n te , ( - 00; b] 
e s  un in te rv a lo  c e r ra d o , e n  ta n to  q u e , (a ;  b )  y 
( - c o ;  b ) son a b ie rto s . Los  in te rv a lo s  [a; b ) y (a ; b] 
no  son  a b ie rto s  ni c e rrad os . El in te rv a lo  ( —00¡ + 00) 
no  tie n e  e x tre m o s , y se  c o n s id e ra  ta n to  a b ie rto  
c o m o  ce rrad o .

OPERACIONES CON INTERVALOS
S ea n  A  y B in te rva lo s , se  d e fin e n  y se  d e no tan : 

A u B = { x E l R / x e A v x e B }
A n B  = { x e E / x e A A x e B }
A  -  B =  {x  e  IR / x  e  A  a  x  í  B}
C A  =  A c  =  A ' =  {x  e  IR / x £  A }

A ' =  c o m p le m e n to  de  A  re s p e c to  a IR 
A 1 =  IR -  A

T e o re m a s  a d ic io n a le s . S ea n  a, b, c, d, x e IR

V a e  IR; a 2 >  O
v a , b, c, d e  IR+ /  a v  b a  c <  d => ac  <  bd
ab  >  O «  (a > O a b >  0) v  (a <  O a b <  0)
ab  <  O <=> (a >  O a b <  0) v  (a <  0 a b >  0)

a >  0 o  — > 0  a

a <  0 »  — < 0  a
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Si a y  b tie n e n  e l m ism o  s igno:

=> a ' x ' b o  -  > -  > ■ !
a x  b

a <  x <  b

0 < x 2 <  m áx  {a 2; b2}
b 2 < x 2 <  a 2

si 0 <  a <  b 
s i a c O A O c b  
si  a : b <  0

a + - > 2 ; V a e I R +a

b +  -  <  2; V b < 
b

: HT

a +  b >  2ab; V a, b e ffi.
a2 +  b2 +  c2 >  ab  +  a c  +  be; V a, b, c  e  IR

INECUACIÓN
E s una d e s ig u a ld a d  q u e  se  e s ta b le ce  e n tre  do s  e x ­
p re s io n e s  m a te m á tica s  las c ua les  tie n e n  p o r lo m e ­
nos una v a ria b le , la cua l se  d e n o m in a rá  in có gn ita .
E s ta  d e s ig u a ld a d  so lo  se  v e rifica  pa ra  a lg u n o s  
v a lo re s  d e te rm in a d o s  de  las in có g n ita s  o ta l vez  
n u n c a  se v e r if iq u e . P o r e je m p lo , la d e s ig u a ld a d : 
2x +  3 >  x  +  5 es  una  in e cu a c ió n  p o rq u e  tie n e  una 
in có g n ita  x, y se  v e r if ica  pa ra  v a lo re s  d e  x m a yo re s  
q u e  2. Tam b ién , la d e s ig u a ld a d : se n (x ) +  2 >  5, 
es una  in e c u a c ió n  qu e  nu nca  se  v e rifica , p o rqu e  
los v a lo re s  de l s e n (x ) es tá n  c o m p re n d id o s  en el 
in te rv a lo  [ - 1 ; 1 ] pa ra  to d o  x  rea l, en  c o n s e c u e n c ia  
s e n (x ) +  2 e s tá  en el in te rv a lo  [1; 3] y  n ing ún  v a lo r 
d e  e s te  in te rv a lo  es  m a yo r o ig ua l q u e  5.

S o lu c ió n  p a rticu la r. Es aq u e l v a lo r (o v a lo re s ) de 
la in có g n ita  (o in có g n ita ) q u e  v e r if ica  la in e cu a c ió n .
P o r e je m p lo , en la in e cu a c ió n  2x  +  3 >  x +  5, una 
so lu c ión  pa rticu la r es x  =  5, pues 2 (5 ) +  3 >  5 +  5 
es c ie rto .
Ta m b ién  en  la in e cu a c ió n  x  +  y  >  2, pa ra  x =  1 e 
y  =  1 la in e c u a c ió n  se  ve rifica , pu e s  1 +  1 >  2 es 
c ie rto , lu eg o  ( 1 ; 1 ) es  una s o lu c ió n  pa rticu la r.

C o n ju n to  s o lu c ió n . E s aq u e l c o n ju n to  d e n o ta d o  
p o r C S  qu e  a g ru p a  a to d a s  las s o lu c io n e s  p a rtic u ­
la re s  (si e x is te n ) d e  un in e cu a c ió n . Si la in e cu a c ió n  
no  tie n e  so lu c ió n , e n to n ce s  d ire m o s  q u e  el C S  es  
el c o n ju n to  vac io .

R e s o lv e r  una in e c u a c ió n . S ig n ifica  ha lla r un c o n ­
ju n to  so lu c ión . La re so lu c ió n  se  re a liz a  so lo  e m ­
p le a n d o  pa so s  e q u iva le n te s , p o r e je m p lo , si q u e ­
rem os:

3x +  3 >  2 x  +  5 o  3 x  +  3 +  ( - 3 )  >  2x -  5 +  ( - 3 )  
o  3x > 2 x  +  2
«  3x +  ( —2x) >  2x +  ( —2x) +  2 
»  x >  2

G rá fica m e n te :

■y 2 ' +oc

Lu eg o : C S  =  [x e  IR / x >  2 } =  (2 ; +cc) 

INECUACIÓN LINEAL

F o rm a  g e n e ra l: P (x) =  ax +  b S  0 |; a f- 0

s ien do : a, b e=K

E je m p lo :
D e te rm in e  x  en ax  +  b >  0; a <  0

R e s o lu c ió n :
ax  +  b >  0 => ax +  b +  ( - b )  >  0 +  (—b)

=> ax >  - b ;  a <  0 

=> “ ( a x ) < ^  (—b); pu e s  I  < 0d d d

«  x < - b
a

G rá fica m e n te :

-b/a

Lu eg o : C S  =  j x  e  IR / x  <  - - | j  =  / -  x ;  -

C rite r io  d e  los p u n to s  c r ític o s . Es u tiliza d o  pa ra  
a n a liz a r la  v a ria c ió n  de  los s ig n o s  de  los fa c to re s  
lin e a le s  (de  c o e fic ie n te s  re a le s ) en una m u ltip lic a ­
c ión  in d icad a .

E je m p lo s :
1. S ea  P (x) =  (x -  2 )(x  -  7)

Las ra íce s  de l p o lin o m io  son: 2 a  7 
U b iq u e m o s  esos  v a lo re s  en la rec ta  rea l.

— CC 2  7  + 00

Las ra íce s  de l p o lin o m io  p a rtic io n a n  la rec ta  IR 
en  3 z o n a s  (in te rva lo s ):
• x  e  ( - c e ;  2) = » x < 2  = » x - 2 < 0  A

x -  7 < - 5  <  0, luego : (x -  2 )(x  -  7) >  0
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x e ( 2 ; 7 ) = * 2 < x < 7 = » 0 < x - 2 < 5 a  
- 5 <  x  -  7 < 0 ,  luego : (x -  2 )(x  -  7 ) <  0 
x e  (7 ; + o o ) x  >  7  s  x  - 2  >  5 a  
x -  7 >  O, lu eg o : (x -  2 )(x  -  7) > O 
G rá fica m e n te : P (x) =  (x -  2 )(x  -  7)

—ce 2 5 +co

2. S ea  P (x) =  (x -  4 )(x  +  1)(x  -  7), las ra ice s  
son: - 1 ,  4, 7.
U b iq u e m o s  e s to s  v a lo re s  en  la rec ta  rea l.

-00 —1 4 7 +00
Las ra íce s  de! p o lin o m io  p a rtic io n a n  a la rec ta  
IR en 4 z o n a s  ( in te rv a lo s )
A n a lic e m o s  las v a r ia c io n e s .

F a cto r

Z o na

x - 4 x  +  1 x -  7 P (x)

x <  - 1 - - - -

- 1  < x  4 - + - +

4 <  x <  7 + + - -

x  > 7 + + + +

-ce 4 7 +cc

SI se tra ta rá  d e  re so lve r: P (x) >  O, te n d ría m o s  
q u e : el C S  =  ( - 1 ;  4 )  u  (7 ; +oc)
C u a n d o  fo rm a m o s  la In e cu a c ió n  p o lin o m ia l 
¡os v a lo re s  d e  las ra íce s  de l p o lin o m io  to m a n  
el n o m b re  d e  p u n to s  c ríticos .

3. S ea  P (x) =  (7 -  x )(x  -  4)
Las  ra íce s  son: 4  y 7 pe ro  las v a ria c io n e s  de 
s ign o  ca m b ia n .

—oo 4 7 +cc

INECUACIONES CUADRÁTICAS
S on a q u e lla s  in e c u a c io n e s  d e  la  fo rm a :

P (x) =  ax2 +  bx  +  c S  O

s ie n d o : a, b, c  e  IR A a 7A O 

R e s o lu c ió n :
C o m o  (a  0 ) d iv id im o s  a a m b o s  m ie m b ro s  e n tre  
a, te n ie n d o  c u id a d o  el p o s ib le  c a m b io  en  e l s e n ­
t id o  d e  la in e c u a c ió n , e n to n c e s  te n e m o s :

a ( x 2 +  | x  +  - | ) s 0 

C o m p le ta n d o  c u a d ra d o s  d e n tro  de! pa ré n te s is .

a( x2 + 2x( A \  + ^ i _ ^ L  + £ ) í 0
' 2a/ 4a2 4a a i

a  | í x + b '2 / b 2 -  4ac
2a / \ 4a

j  S  O ...  ( a )

P ero  re c u e rd e  q u e  b2 -  4 a c  es  e l ¡D isc rim in a n te !, 
d e n o ta d o  p o r A =  b 2 -  4ac.
V am os  a re e m p la z a r en (a ) y te n d re m o s :

C o m e n z a re m o s  con  el a n á lis is  d e  los c a so s  p o s i­
b les  q u e  d e p e n d e n  de l d isc rim in a n te .

C a s o  I. S i A =  O re e m p la z a n d o  en  (I), nos  qu ed a :
/ b \2a x +  —  S O  c a n c e lo  a c u id á n d o s e  de  la va ria -

2a / 
c ión  de  s igno .
En e s te  ca so  te n e m o s  p o r e je m p lo :

(x -  2 )2 >  O =» C S  =  IR, pu es  V x e IR , cu m p le  
al s e r re e m p la z a d a  en  la  in ecuac ió n . 
x 2 -  4x  +  4  > 0  o ( x  -  2 )2 > 0 ,  no ta m o s  qu e  
se  v e r if ica  x e IR , e x ce p to  c u a n d o  x =  2.
.■. C S  =  IR -  {2 }
x2 -  6x  +  9 <  O o  (x  -  3 )2 <  O, o b v ia m e n te  la 
in e c u a c ió n  t ie n e  el s ím b o lo  q u e  h a ce  qu e  es ta  
in e c u a c ió n  sea  no  v e r if lc a b le  p a ra  a lgú n  v a lo r 
rea l. C S  =  0
(x  -  7 )2 <  O » (x - 7 )2 =  O, e n to n ce s  te n e m o s  
q u e  la ún ica  s o lu c ió n  es  x =  7.
.-. C S  =  {7}

C a s o  II. Si A =  b 2 -  4 a c  >  O, re e m p la z a n d o  en  (I), 
te n e m o s  lu e g o  de  e le v a r al c u a d ra d o  y to m a r ra íz.

x +  f f - ^ j s O
2a I 4a 2 1
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V am os  a m u ltip lic a r p o r el in ve rso  m u ltip lica tiv o  
d e  a y  a p ro v e c h a n d o  la d ife re n c ia  de  c u a d ra d o s , 
qu ed a rá :

b , Va , b V a \ - , 0
x +  t^  +  —  x  +  „

' 2a 2a A 2a 2 a

y  pa ra  re s o lve rlo  a p lic a re m o s  el m é to d o  de  ¡ P un tos  
c ríticos !, v a m o s  a v e r lo  m e jo r en a lg u n o s  e je m p lo s :

E je m p lo s :
1 . S ea  x  -  5x  +  4 >  0, fa c to r iz a n d o  p o r aspa  

s im p le , se  tie n e  (x -  4 )(x  -  1) >  0. Los  pu n to s  
c rític o s  se rán : 1; 4  (qu e  son  v a lo re s  q u e  a n u ­
lan ca d a  fa c to r).
R e e m p la z a m o s  en la rec ta  nu m é rica .

2 .

E m p e z a m o s  de  d e re c h a  a iz q u ie rd a  con  el 
s ign o  + , pu e s  los c o e fic ie n te s  de  x son  p o s iti­
vos, a d e m á s  to m a m o s  la p a rte  po s itiva , pues 
el s ím b o lo  en  la in e c u a c ió n  es  > .
L u e g o  C S  =  ( - c c ;  1] u [4; +oo)

S ea  x 2 -  4 x  -  5 <  0, fa c to r iz a n d o  qu ed a :
(x  -  5 )(x  +  1) <  0 =» P un tos  c ríticos : 5; - 1

.-. C S  =  ( - 1 ;  5 )

S ea  (x -  2 )(3  -  x) >  0  e n to n ce s  los pu n to s  
c rític o s  son: 3, 2. C u a n d o  re e m p la z o  en  la 
rec ta  no e m p e z a re  la v a ria c ió n  con  (+ ), s in o  
con  ( - ) ,  ¿ p o r qu é?

N o te  qu e  es  p o s ib le  m u ltip lic a r p o r ( - 1 )  a a m ­
bos m iem bros  y  nos q u ed a rá  ( x -  2 )(x  -  3) <  0, 
ah o ra  te n e m o s  en la recta.

C S  =  [2; 3]

4. S ea  (3 -  x )(5  -  x) <  0 o  (x -  3 )(x  -  5) <  0

.-. C S  =  <3; 5)

En lo po s ib le , us ted , ha v is to  las va ria b le s , 
a h o ra  a n a lice m o s  que  p a sa  cu a n d o  (A  <  0). 
En el te o re m a  s ig u ie n te :

T e o re m a  (tr in o m io  p o s itiv o ). Sea:
P (x) =  a x2 +  bx +  c, d o n d e  a, b, c e IR  a  a V  0 
S e  c u m p le  que: P (x) >  0, V x  e  IR »  a > 0  A A < 0

D e m o s tra c ió n :
P (x) =  ax2 +  bx +  c : _b_'2

2 a 4 a k

T e n e m o s  q u e  a >  0 y  en el b ino m io :

b '2 
2 a

(-

4 a 2
(+

El s ig n o  m e no s  con el s ig n o  de l d isc r im in a n te  se 
ha rá  to d o  p o s itiv o  y su m a  de  p o s itiv o s  h a rán  que  
P (x) sea s iem pre  positivo, cua lqu iera  que sea x  e  IR.

E je m p lo s :

1. x2 +  2x +  3 >  0 Su C S  =  IR, pues
A =  2 -  4 (3 ) =  - 8  <  0, y su  c o e fic ie n te  p r in c i­
pa l es pos itivo .

2. x 2 +  4 x  +  7 <  0 => S u C S  =  0 , pues
A =  4 2 -  4 (7 ) <  0 y su c oe fic ien te  p rinc ipa l es 
pos itivo
= > 0 < x 2 +  4x  +  7 < 0 = > 0 < 0  ¡A bsurdo !
C S  =  o

O tra  fo rm a : x2 +  4 x  +  7 =  x 2 + 4 x + 4  +  3 < 0
(x +  2 )2 +  3 <  0 => C S  =  0

U n te o re m a  a n á lo g o  se rá  el s ig u ie n te :
a x 2 +  bx  +  c >  0, V x e IR  a; b; c e IR ; a V 0

o  a > 0  a  A < 0

T e o re m a  (tr in o m io  n e g a tiv o ). Sea:
P (x) =  a x 2 +  bx  +  c, s ie n d o  a, b, c  e  IR, a V 0 
S e  cu m p le  que: P (x) < 0 ,  V x e l o a  < 0 a  A < 0  
N o te m o s  q u e  el p ro du cto :
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{ a < 0 )  A ( x  +  A ) 2 _  A  > o  ... P (x) <  0
l 2 a / 4a 2

In e c u a c ió n  p o lin o m ia l d e  g ra d o  su p erio r. Q ue
ta l si c o n s id e ra m o s  el p o lin o m io  de  g ra d o  n:
P (x) =  a nx n +  a n _ 1x 11 1 +  ... +  a-,x +  a 0 a  0 d o n d e  
a n A 0, a d e m á s  cada  a¡ e IR; i =  {0 ; 1; 2; 3; ...; n}
C o m o  no so tro s  re c o rd a m o s  po r un co ro la rio  del 
T e o rem a  F u n d a m e n ta l de l Á lg e b ra , se  tie n e n  n ra í­
ces  las qu e  lla m a m o s  x ,, x 2, x 3, x4 x n.
B ien , si es qu e  to d a s  son  rea les , p o d e m o s  fa c to ­
rizar:

a n(x  -  x ,) (x  -  x 2)(x  -  x 3) ... (x - x „ ) í O  
E n to n c e s  pa ra  re s o lve rla  le a p lic a re m o s  el m é tod o  
de  p u n to s  c rít ic o s . P ero  en g e n e ra l p re v ia m e n te  
¡s im p lifica r, a lg u n o s  fa c to re s  d e  los qu e  ya 
c o n o ce m o s  e l s ign o ! P ara  e llo  n o te m o s  que:

T e o re m a . S ean: x, a e IR

1. SI: (x -  a )2n + 1 >  0 «  (x -  a) >  0 ; n e lN
2. S i: (x -  a )2n + 1 < 0  «  ( x - a ) < 0 ; n e I N

P ru eb a . Si:
(x -  a )2n + 1 >  0 »  (x -  a )2n(x -  a) >  0 
P ero  (x -  a )2n > 0  => x  -  a >  0 
Si: (x  -  a) >  0 m u ltip lica n d o  p o r (x  -  a )2n >  0 
=> (x -  a )2n + 1 >  0

P or e je m p lo  p o d e m o s  reso lve r:
1. (x — 1 )(x  — 2 )(x  -  3 )(x  -  4 ) >  0 

Los  pu n to s  c rític o s  son; 1; 2; 3; 4.

—00 1 2 3 4 +GC

de lo cua l C S  =  ( - 00; 1] u  [2; 3] u  [4; +oo>

2. (x -  1)2(x  -  3 )(x  +  2 )(x  -  7 )4 <  0. S im p lif ic a n ­
do  (x -  3 )(x  +  2 ) <  0 
Los pu n to s  c rític o s  son: - 2 :  3.

—00 —2 3 +00

N o te m o s  qu e  el C S  =  ( - 2 ;  3 ) , pe ro  ¡cu id ado ! 
el fa c to r (x -  1 )2, can ce la d o , tie n e  a x =  1 , que

es  un v a lo r q u e  a n u la  el fa c to r  y q u e  re e m p la ­
za n d o  en la in e cu a c ió n  o rig in a l te n d ría m o s  el 
a b su rd o  (0 <  0), e s to  q u ie re  d e c ir  q u e  x =  1 es 
un v a lo r no so lu c ión .

.-. C S  =  ( - 2 ;  3 ) -  {1 }
Lo m ism o  pa sa  con x  =  7, pe ro  c o m o  no es tá  
en  el C S  no le a fec ta .

3. (x2 -  4)(1 -  x )(x 2 +  x  +  1 )27(x2 -  5x  -  6) >  0
S im p lif ic a n d o  (x2 +  x +  1)27, pu e s  x 2 +  x +  1 
e s  p o s it iv o , n o s  q u e d a r ía  (x 2 -  4 )(1  -  x) 
(x2 -  5x -  6) >  0, pe ro  podem os fa c to riza r y nos 
queda: (x +  2 )(x -  2)(1 -  x )(x  -  6)(x +  1 ) >  0

“ x  - 2 - 1 1 2  6

L u eg o  e l C S  =  ( - * > ;  - 2 }  u ( - 1 ;  1} u (2 ; 6)
A n te s  de  e s tu d ia r la in e c u a c ió n  fra c c io n a ria  e 
irra c io n a l, v e a m o s  un c o n c e p to  prev io :

CONJUNTO DE VALORES ADMISIBLES (CVA)
Es aq u e l c o n ju n to  fo rm a d o  p o r to d o s  los v a lo re s  
q u e  g a ra n tiz a n  q u e  una  e x p re s ió n  m a te m á tica  
q u e d e  b ien  de fin id a ; as í se  tie n e  los s ig u ie n te s  
caso s:

E x p re s io n e s  p o lin o m ia le s
P (x) =  a 0x n +  a^x3 ~ 2 +  a 2x n “  1 +  ... +  a n; a 0 V  0;

n e  ZT

=s. C V A  =  C  =  { x  +  y i / x e I R  A y  <e IR A i =

E x p re s io n e s  fra c c io n a r ia s . C o m o  la d iv is ió n  po r 
ce ro  no e s tá  d e fin ida , e n to n ce s  el d e n o m in a d o r no 
p u e d e  se r ce ro .

P íx t
A s í: f(x ) =  - Á - L  =» C V A  =  {x  e  IR / Q (x ) V 0}

Q (x )

E x p re s io n e s  ir ra c io n a le s . E s ta s  e x p re s io n e s  
e s tá n  d e fin id a s  s o b re  los re a le s  IR, de  m o do  que: 
n/ f ( x )  e  IR

a. C u a n d o  n es  pa r a  n e 2 + a  n >  2 A f(x ) >  0
b. C u a n d o  n es im p a r A n e Z + A n > 3 A

f(x ) <G ( — 0 0 ;  + 0 0 )

INECUACIÓN FRACCIONARIA
S on a q u e lla s  in e c u a c io n e s  que  se  re d u ce n  a la s i­
g u ie n te  fo rm a  ge ne ra l:

http://tomaellibroquedeseasydescargalo.blogspot.com/
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f ( x ) = ^ £ t g  0; ü[Q(x)! - 1

d o n d e  P y  Q son  p o lin om ios .
° [Q (x)]: G ra d o  d e  Q (x)

R e s o lu c ió n :
C o m o  Q (x ) #  0 =s Q 2(x) >  0 
M u ltip lica n d o  a a m b o s  la d o s  de  la in e c u a c ió n  s i- 

P (x )
g u ie n te : ^  ~ - >  0 p o r Q 2(x) se tiene :

Q 2(x) 5$ )  >Q2(X,<01
C on lo cua l e l s e n tid o  de  la d e s ig u a ld a d  no  se  a l­
te ra.
L uego , s im p lif ic a n d o  se  tie n e : Q (x )P (x ) >  0. Esto 
ú ltim o  se ría  in e c u a c ió n  p o lin o m ia l, s ie m p re  que
Q (x) /-  0.
En re su m e n  un a  In e c u a c ió n  fra c c io n a ria  d e  la fo r- 

P (X)
m a: — —  5  0 con  Q (x ) V  0 

U (x )

S e rá  e q u iv a le n te  a una In ecuac ió n  p o lin om ia l:
Q (x )P (x ) t í  0: c o n  Q (x ) V o.

E je m p lo :
R esue lva : 3x +  2

6x  +  5
<  0

R e s o lu c ió n :
F a c to riza n d o  el n u m e ra d o r y  d e n o m in a d o r se  tie -

( X - 2 K X - J )
(x  — 5) (x — 1)

Los v a lo re s  a d m is ib le s  s e rá n  to d o s  lo s  x  e  IR, e x ­
c e p to  5 y 1. Es de c ir: C V A  =  IR -  {5 ; 1}

P ro c e d e m o s  a s im p lif ica r:
x  -  5

<  0

A h o ra  tra n s fo rm a m o s  a un a  p o lin o m ia l u b ic a n d o  el 
d e n o m in a d o r en  fo rm a  p rá c tica  a l la d o  de l n u m e ra ­
dor, de  m o do  q u e  e s te  m u ltip lica n d o :

(x -  5 )(x  -  2 ) <  0
E sta  in e c u a c ió n  se  re s u e lv e  en b a se  a l m é to d o  de  
los in te rv a lo s  pa ra  un a  in e c u a c ió n  c u a d rá tica :

.-. C S  =  [2; 5)
N o ta r q u e  en 5 es a b ie rto  p o r el CVA. 

ECUACIÓN IRRACIONAL

S on a q u e lla s  e c u a c io n e s  de  la fo rm a : | P (x) =  0 1 

d o n d e  P es  una e x p re s ió n  irra c io na l.

R e s o lu c ió n :
P rim e ra m e n te  se  d e te rm in a  el C VA, lu eg o  la e c u a ­
c ión  o rig in a l se  re d u ce  a o tra  e q u iva le n te  m ás 
s im p le  y  la so lu c ión  o s o lu c io n e s  d e  es ta  ú ltim a  
e c u a c ió n  se  an a liza n  si e s tá  o no c o n s id e ra d o  en 
el CVA.

INECUACIÓN IRRACIONAL
Es a q u e lla  in e cu a c ió n  q u e  se  re d u ce  a la s ig u ie n te

fo rm a  g e n e ra l: P (x) 3  0 d o n d e  P es  una e x p re ­

s ión  irra c io na l.

R e s o lu c ió n :
H a lle  e l C V A  de  P
M e d ian te  pa so s  e q u iva le n te s  red uc ir ¡a in e ­
c u a c ió n  o rig in a l y  o b te n e r un c o n ju n to  s o lu ­
c ión  al cua l le  po d e m o s  lla m a r s o lu c ió n  p a rti­
c u la r (Sp).
P a ra  h a lla r e l c o n ju n to  s o lu c ió n  fin a l in te rc e p ­
ta r  e l C V A  con  la s o lu c ió n  p a rtic u la r (S p); es  
de c ir: C S  =  S p n  C V A

P ara  la re s o lu c ió n  de  in e c u a c io n e s  d o n d e  in te rv e n ­
ga n  ra íce s  c u a d ra d a s  p o d e m o s  a p lic a r los s ig u ie n ­
te s  te o re m a s :

Teorem as. S ea n  a, b & IR, en to n ce s :

/ a  <  b »  0 <  a a  0 <  b a  a a  b 2

i a < b o O < a A O < b A a < b z 

b <  - / a » ( 0 < a A b < 0 ) v ( 0 < a A 0 < b A b 2 < a )  

b <  / a  » ( 0 < a A b < 0 ) v ( 0 < a A 0 < b A b 2 < a )

A d e m á s  po d e m o s  a p lic a r la  s ig u ie n te  p ro p ie ­
dad: cu a n d o  un a  e x p re s ió n  n/ f ( x )  se  e n cu e n tra n  
m u ltip lic a n d o  a o tra s  e x p re s io n e s  m a te m á tica s  
en un so lo  m ie m b ro  y se  tie n e  ce ro  en el o tro  
m iem bro , en to n ce s :

S i n es  par, se  s im p lif ica  to d a  la e x p re s ió n  po r 
s e r po s itiva .
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Si n es impar, se reemplaza n/f(x) por el ra­
dicando f(x); es decir se elimina el símbolo 
radical.

Ejem plo:
Á c -2 (x 2 -  3x + 2) > 0 

R e s o lu c ió n :
a) CVA: x -  2 > 0 s x > 2  => CVA = [2;+co>
b) V x -2  (x2 -  3x + 2) > 0

«  x2 -  3x + 2 > 0 «  (x -  2)(x -  1) > 0
»  x e ( —oo¡ 1] u [2; +oo) = Sp

CS = Sp n CVA = [2; +oo)

Ejem plo:
Resuelva: Áx -  15-lx -  2 < 0 

R e s o lu c ió n :
Eliminamos los radicales por ser de índice impar, 
así: (x -  1)(x - 2 ) <  0 CS = [1; 2]

VALOR ABSOLUTO
El valor absoluto de un número real x, se define 
como aquel número real no negativo que se denota 
por |x|: donde:

J x; si x es positivo o cero 
'x' {  -x ; si x es negativo

Ejem plos:
|5| = 5; solo se borran las barras, pues 5 es 
positivo.

|—3| = - ( - 3 )  = 3; al borrar las barras se cam­
bia de signo, de -3  a 3, pues -3  es negativo.

O bservación:
Sea x = g -  a, reemplazando en la definición, se 
tiene:

r g -  a; si (g  -  a) es positivo o cero
|g -  a| = j  _  ay s¡ ^  _  a) es negativ0

Entonces:
r g -  a ; g es mayor que aa' ~ { a -  p; p es menor que a

Ejem plo:

| -Í2 -  11 = fl - 1; pues (2 es mayor que 1 

¡1 -  Í3 | = /3 -  1; pues 1 es menor que ¡3

Es decir, el re s u lta d o  de  a p lic a r v a lo r a b so lu to  a 
una e x p re s ió n  m a te m á tica  nos da rá  co m o  re s u lta ­
do  s ie m p re  una  e x p re s ió n  po s itiva .
En ta l se n tid o , e n u n c ia m o s  las s ig u ie n te s  p ro p ie -
da de s:

1 . |x| >  0 ; V x g IR
2 . |x |2 = x 2 ; v x e l
3. |x| >  x ; V  x e E
4. | - x |  =  |x| ; v  x e l

5. / x 2 =  |x| ; v  x  e IR

A d e m á s , si x, y  e IR , en to n ce s :
6. X < II ~x~

7. I -  =  — ; y  +  o 
M  I y  I

8. |x +  y| <  |x| +  |y| « x, y e E
9. |x +  y| =  |x| +  |y| « x y  >  0
10 . |x +  y| <  |x¡ +  |y| « x y  <  0

E c u a c io n e s  co n  v a lo r  a b s o lu to . S on  e c u a c io ­
nes  q u e  se  re d u c e n  a la s ig u ie n te  fo rm a  g e n e ra l:

| A (x ) =  0 |

d o n d e  A  es  un a  e x p re s ió n  co n  v a lo r ab so lu to .
S e  p u e d e n  u s a r los s ig u ie n te s  te o re m a s :
1 . |x| =  a «  (x  =  a v  x  — ~ a ) a  a > 0
2 . |x| =  |b| «  x  =  b v  x =  - b

In e c u a c io n e s  co n  v a lo r  a b s o lu to . S on a q u e lla s  
in e c u a c io n e s  q u e  se  re d u ce n  a la s ig u ie n te  fo rm a  
g e n e ra l: A (x ) S 0
D o n d e  A  e s  una e x p re s ió n  con  v a lo r  ab so lu to .
A q u í te n e r  en cu e n ta  los s ig u ie n te s  te o re m a s :
1. | x | < b  o  b > 0  A - b < x < b
2. |x| <  b «  b >  0 A —b < x  <  b
3. |x| >  b o  x  >  b V x  <  - b
4. |x| >  b o  x  >  b v  x <  - b

E je m p lo s :
R esue lva :
1. |x| <  5 «  —5 <  x <  5 o  C S  =  ( —5; 5)
2. |x| > 7  o  x  > 7  V x < - 7

C S  =  ( —co; —7 )  U ( 7 ;  +oo)
3. |x +  3| <  9 o  - 9  <  x +  3 <  9

o - 1 2 <  x <  6 «  C S  =  [—12; 6]
4. |x -  2| >  5  »  x  -  2 >  5 v  x  - 2  <  - 5
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o  x >  7 v x  <  - 3
o  x >  7 v x  <  - 3  
C S  =  { — —3] u [7; +nc)

P ara  e lim in a r un v a lo r a b so lu to  g e n e ra lm e n te  e s te  
d e b e  e le v a rs e  al c u a d ra d o , así te n e m o s  e l s ig u ie n ­

te  te o re m a : |x| £  íy| «  x2 í  y2

EJERCICIOS RESUELTOS

1. S ix e s m ú lt ip lo d e 1 7 q u e s a t is fa c e la s s ¡g u ¡e n te s  

5 ( x 2 -  1 15x — 60 0 )
d e s ig u a ld a d e s : 0 <  ■

x (x  +  5)
H a lla r el v a lo r de  x.

R e s o lu c ió n :
R e p re se n ta n d o  co n v e n ie n te m e n te :

5 ( x -  120) (x +  5)

■ < 1

0 ■ <  1
x (x  +  5)

S im p lif ic a n d o  y te n ie n d o  p re se n te  q u e  x es 
m ú ltip lo  de  17 po s itivo :

5 (x  -  120)
> 0  =  x 120

5 (x  -  120)
<  1 =* x <  150

E n to n ce s  un m ú ltip lo  de  17 en el in te rva lo : 
120 x 150 se rá : .-. x =  136

2. H a lla r la s o lu c ió n  de  la in ecuac ió n :
- x 2 +  8x -  7 >  0

R e s o lu c ió n :
S e tie n e : - x 2 +  8x  -  7 > 0  
M u ltip lica n d o  la d e s ig u a ld a d  po r - 1 :  
x2 -  8x +  7 <  0 A (x  — 7 )(x  — 1) <  0 
P os ib ilid a d e s :

x -  7 >  0 A x -  1 <  0 
x 7 x <  1

• x -  7 <  0 a  x -  1 >  0
x <  7 x >  1

S o lu c io n a n d o  la in e cu a c ió n : x <  7; x >  1 
C S  =  (1 ; 7 )

3. R e s o lv e r la in ecuac ió n : x 2 -  3x +  2 
x 2 +  2x +  6

<  3

R e s o lu c ió n :

E fe c tu a n d o : 3x +  2
x 2 +  2x  +  6

-  3 <  0

D a n d o  co m ú n  d e n o m in a d o r y  m u ltip lica n d o

(« ). 2 x 2 +  9x +  16 . np o r - 1 : —   > 0
x +  2x +  6

A d e m á s : x2 +  2x +  6 =  (x +  1 )2 +  4, e n to n ce s  
s ie m p re  es pos itivo .
También: 2x2 + 9x + 16 = 2 [(x2 + - |x  + + -7Á][\ 2 16 / 16 J

(2 x 2 +  9x  +  16) =  2 ( x  +  f f  +  ^
4 /  1 8 ’

e n to n ce s  s ie m p re  es po s itivo .
( a )  s ie m p re  se  cu m p le  pa ra  c u a lq u ie r v a lo r 

d e  x n ú m e ro  real.

4. H a lla r la s o lu c ión  d e  la d e s ig u a ld a d :

(4 x  +  8 ) (x 2 -  1 )
----------------------------  <  - 1 : do nd e ; x  =7 1

x -  1

R e s o lu c ió n :
E xp re s a n d o  c o n v e n ie n te m e n te :
(4 x  +  8)(x  +  1 ) (x — 1) +  1 <  Q

(x — 1 )
D e d o nd e : (4x +  8)(x +  1) +  1 < 0
M e jo r aún: 4 x 2 +  12x +  9 <  0
Q u e  se  p u e d e  esc rib ir: (2x  +  3 )2 <  0
Lo cua l es ab su rdo  ya  que  para to do  nú m e ro  al
cu a d ra d o  s iem pre  será  m a yo r o igua l qu e  cero.

5. H a lla r los v a lo re s  re a le s  d e  x  que  s a tis fa ce n  
s im u ltá n e a m e n te  las d e s ig u a ld a d e s :
3x2 +  2x >  0 y  x 3 +  x2 +  x  <  0

R e s o lu c ió n :
E x p re s a n d o  c o n v e n ie n te m e n te :
x (3 x  +  2 ) >  0

1 \2 3
X + 2 ) +  4

< 0

. . . ( 1 )

. . . ( 2 )

D e (1):
x 0 A 3x +  2
=* x >  0

X >  0 A X >

x  <  0 A 3x +  2 < 0 ; x < 0 a x < - |
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D e (2): x <  O

S ie m p re  se rá  pos itivo .
E n to n ce s  la s o lu c ió n  ún ica : x  <  0 
D e (1) y  (2): in te rs e c ta n d o  s o lu c io n e s :

-2 /3
- o —

o 2/3
- o —

S o lu c ió n  de l s is te m a : x <  - -

□ EJERCICIOS p r o p u e s t o s " !

1. R eso lve r: Á  +  Á  +  Á < i + 5 
2 3 4  6

In d iq ue  el m a yo r v a lo r e n te ro  que  la ve rifica .

c) 3a ) 0 
d ) 6

b) 5
e ) no ex is te

R eso lve r: ^ — i  +  -5x
2 4 - 2

S e ñ a le  un v a lo r q u e  la ve rifica .

a) -1  
d) 0

b) 2 
e) 1

c) - 3

R eso lve r:
a (x  +  b) +  b(x  -  a) >  a2 -  b2; a  <  b <  0 
S e ñ a la n d o  el m a y o r v a lo r que  p u e d e  te n e r x.

a) - a
d ) 2

b) b 
e) a

c) a

4. R eso lve r:
a (x  -  b) -  b (x  -  a ) <  a2 -  b2; a <  b 
S e ñ a la n d o  el m e n o r v a lo r q u e  pu ed e  te n e r x.

a) a 
d ) b

b) a +  b 
e ) -  b

c) -

5. R eso lve r: 0 <  a <  b 
2bx / a  +  b r 1 , , a -

a ) x E  (5:  + oo) 
c)  x g  [ - 5 ;  + co) 
e)  N.  A.

b)  x e ( - o c ;  5)  
d)  x e ( - o o ;  - 5 ;

Resolver: 3ax
a2 -  1 a + 1 ' 5

S e ñ a le  su c o n ju n to  so lu c ión .

a -  1
; a >  1

a) ( 1 ; + oc) 
c) IR — [1; +oo) 
e) N. A.

R eso lve r: 2x -

a) x g ( - o o ; 5] 
c ) x e  (9 ; 10) 
e ) x e  (3 ; 5 )

R eso lve r: x -  8

a) x g  [6; 9 ) 
c) x e  [9; 9] 
e ) N. A.

b) x g o
d ) < - c c ;  1]

— - —  <  7 -  x H  —
x -  3 x  -  3

b) x g  (5 ; + oo) 
d) x  g  ( - o c ;  5] - { 3 }

12 
x  -  6

10 -  x + 12

b) x  g  [9; +oc) 
d ) x G  [ - 9 ;  +oo) - { 6}

9. R eso lve r: x 2 -  10x +  16 >  0

a) x  g  ( - c c ;  2 ) u  ( 8; +oo)
b ) x e ( 2 ;  8) c) x g IR
d) x  g  ( - 2 ;  - 8) e) N. A.

10. R eso lve r: 2 x 2 +  5x -  12 <  0

a) x g  ( - 4 ;  3 /2 )
b) x  g  ( —ce; —3 /2 ) u  (4 ; -feo )
c) x  g  ( — cc; —4 ) u (3 /2 ; +cc)
d) x  g IR
e) N. A.

11. R eso lve r: x  -  14x <  -  49

a) x  e  (7 ; +oc) 
c) x  e  ( - c c ;  7 ) 
e ) x g  o

b) x g  ( - 7 ;  +cc) 
d) x g  ( —oc; - 7 )

12. R eso lve r: x2 -  20 x  <  -  (25  +  3x2)

a ) x g IR
c) x g  o
e) x g  IR -  {2 /5 }

b ;  x  G  IR -  {5 /2 } 
d ) x g  {5 /2 }

13. R eso lve r: x2 +  x <  1 - x  

a ) x  g  [ -  1 -  Í2\ -  1 +  Í2\
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b) x e  ( - 0 0 ;  -  1 - / 2 ) u [ - 1  + /2 ;+ o o )

c ) x e 1 - [ - 1  - / 2 ; - 1  + 1 2 ]
d ) x e  IR - { - 1  - / 2 ; 1  +  Í2 )
e ) H ay 2 c o rre c ta s

14. R eso lve r: x2 -  5x

a ) x e  { -  5 -- Í 2 Í ;  -

b) x e IR  

d ) x e 0

15. R eso lve r: 3x2 +  x +  8 >  0

a) x e  (1 -  <2\ 1 +  ( 2)
b) x e IR
c) x e  0
d) x  g IR  - { 1  -  Í2 \  1 + 1 2 }
e) x e  IR -  {2 }

16. R eso lve r: 5x2 - 2 x  +  1 0 < 9

a) x e I R
b ) x e ( l - Í 3 ; 1  +  V3>
c) x g IR  -  (1 -  Í 3 ;  1 +  Í 3 )
d) x G 0
e) N.A.

17. R eso lve r: (x -  1 )2 -  x 2 >  -  (x -  2 )2 d a r el 
con ju n to  no so lu c ión .

a) x e [1 ;  5] b) x  e [5 ;  + 0 0 )

c ) x e ( - c o ; 1 ] d ) x e ( - o = ; 5 ]
e ) x g {1 , 5)

18. R eso lve r: (x +  21 )2 +  (x +  2 2 )2 >  (x +  2 3 )2 d a r 
co m o  re s p u e s ta  e l m e n o r v a lo r e n te ro  q u e  no 
v e rifica  la in ecuac ió n .

+  1 < 0

- 5  +  V21) 

c) x e  

e ) N .A

5 - / 2 Í  5 +  / 21

a) - 2 1  b) - 2 2  c) - 2 3
d) - 2 4  e ) N.A.

19. R eso lve r: x — 3> ' 7- <  3
x +  2x  +  5

a ) x e < 2 ; + o o )  b ) x e ( - 3 ; 3 >
c ) x e ( - 3 ; + o c )  d j x e I R
e) N .A .

20 . R eso lve r: |x +  1| >  2 s e ñ a la r e l m e n o r v a lo r 
e n te ro  p o s itiv o  q u e  v e r if ica  la in ecuac ió n .

a ) 0 b) 1 c) 2
d ) 3 e ) 4

21 . R eso lve r: |2x +  3| >  7, d e te rm in a r e l n ú m e ­
ro d e  v a lo re s  e n te ro s  q u e  no v e r if ic a n  la 
In e c u a c ió n .

a) 1 b ) 2 c) 4
d ) 5 e) 6

22 . R eso lve r: |2x +  5| <  3; In d ica r la s u m a  d e  las 
s o lu c io n e s  en te ra s .

a) - 1  b) - 3  c) - 6
d) —10 e ) —12

23. R eso lve r: ¡3x +  4¡ <  5 s e ñ a la r la m e n o r s o lu ­
c ión  en te ra .

a ) - 5  b) - 4  c) - 3
d ) - 2  e ) - 1

tn 1 . b 6. c 1 1 . e 16. d
N

2 1 . e
y 2 . b 7. d 1 2 . d 17. e 2 2 . d
>
< 3. e 8. b 13. a 18. a 23. d
j 4. b 9. a 14. c 19. d
U 5. a 10 . a 15. b 20 . b



PROGRESIONES

PROGRESION ARITMETICA (PA)
Es una  s u ce s ió n  de  n ú m e ro s , en la cua l ca d a  uno 
d e  e llo s  se  o b tie n e  s u m á n d o le  al a n te r io r una c a n ­
tid a d  c o n s ta n te  lla m a d a  razón.
S ím bo los :

tp  p rim e r té rm in o
tn: té rm in o  de  lu g a r n o e n é s im o  té rm in o  
r: razón
n: nú m e ro  de  té rm in o s  
S n: su m a  de  n p rim e ro s  té rm in os . 

R e p re se n ta c ió n  d e  una p ro g re s ió n  a ritm é tica :

^  t i ,  l 2. *3. tn -  1. tn 
P o r d e fin ic ió n : tn =  tn _ -i +  r 

D e do nd e : | r =  tn — tn _ |

La p ro g re s ió n  a r itm é tic a  es c re c ie n te  cu a n d o  la 
razó n  es  p o s itiv a  y  es d e c re c ie n te  cu a n d o  la ra ­
zó n  es  n e g a tiv a

PROPIEDADES
1. V a lo r de  un té rm in o  cua lqu ie ra :

tn =  t, +  (n -  1 )r

En una PA la s u m a  d e  dos  té rm in o s  e q u id is ­
ta n te s  de  los e x tre m o s  es igua l a  la su m a  de 
los ex trem os .
S ea  la PA: e  t,  ... tp ... tq ... t n
S ie nd o  tp y tq e q u id is ta n te s  d e  los ex trem os :

t i  +  tn -  tn +  tn

3. En una PA d e  un n ú m e ro  im p a r de  té rm in o s  el 
té rm in o  ce n tra l es ig ua l a la s e m isu m a  de  los

e x trem os : tcentrat
t i +  tn

En una PA de  tre s  té rm in o s , el s e g u n d o  té rm i­
no es m e d ia  a ritm é tic a  e n tre  los o tro s  dos. 
S ea  la PA: 3- t 1f t2, t3

t i +  h

5. La su m a  de  los n p rim e ro s  té rm in o s  d e  una 
p ro g re s ió n  a ritm é tic a  es ig ua l a la s e m isu m a  
d e  los e x tre m o s , m u ltip lica d a  p o r el nú m e ro  
d e  té rm in o s . Es dec ir:

S n =  ( t i + t „ ) i S n =  [2 t1 + ( n - 1 ) r ] i

M e d io s  a r itm é tic o s  o d ife re n c ia le s : son  los té r­
m ino s  de  una PA, c o m p re n d id o s  e n tre  sus  e x tre ­
m os: -t t , ....................  t„

m m edios aritm éticos

In te rp o la c ió n  d e  m e d io s  a ritm é tic o s : es la o p e ­
rac ió n  qu e  c o n s is te  en fo rm a r una PA c o n o c ie n d o  
los e x tre m o s  y  el nú m e ro  de m e d io s  a in te rpo la r.
S ea n  los e x tre m o s  a y b y m el n ú m e ro  de  m ed ios .

La razón  de  in te rp o la c ió n  es: a
m  +  1

E je m p lo s :
1. En un a  PA se  cono ce : t3 +  t6 =  57 

t5 +  t 10 =  99 
ha lla r la razón  y el p r im e r té rm in o .

(n -  1 )r:

. . . (2 )

R e s o lu c ió n :
P or la fó rm u la  
t3 =  t, +  2 r 
t6 =  t i  +  5r

tn - l 1 +  
+

t3 +  tg — 2 t i +  7 r -  57

t í  -  t i  +  4 r +
tío  =
tg +  t 3 o — 2t-i +  13 r — 99  ... (2 )

R e s ta n d o  (2) -  (1 ) : 6r =  42 ; r =  7 
E n (1): 2 t, +  7 X 7 =  57; 2 t, =  8; t, =  4  

r =  7, t-i = 4

En la PA: e  ..., 5, 47 , .... 159, el nú m e ro
de  té rm in o s  que  hay  e n tre  47  y 159 es  tr ip le  
de l n ú m e ro  d e  té rm in o s  q u e  hay  en tre  5 y  47. 
H a lla r la razón  d e  es ta  p ro g re s ió n .

R e s o lu c ió n :
C o n s id e ra n d o  la PA de  razón  r:
P o r da to : -r 5 , ......4 7 ,  , 159

n 3n 
D e in te rv a lo  con e x tre m o s  5 y  47  

4 7 - 5  =  42 
n +  1 n + 1

r = O)
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D el In te rva lo  con e x tre m o s  4 7  y 159: 
1 5 9 - 4 7  112

3n +  1 3n +  1
. . . ( I I )

co m o  se tra ta  de  la m ism a  P.A. (I) y (II) son

ig u a le s , e n to n c e s : 42 112

n =  5; sust. en (I): r

n +  1 3n +  1 
42

5 +  1

; de  d o n d e : 

=  7 .-. r =  7

El g u a rd iá n  de  un po zo  de  una h a c ie n d a  ha 
p la n ta d o  a p a rtir  de l pozo , cada  5 m e tro s  y 
en la d ire c c ió n  no rte , un to ta l de  2 7  á rb o le s  
y  pu ed e  s a ca r a g u a  de l po zo  cada  v e z  para 
el riego  de  un so lo  á rbo l. ¿ C u á n to  tie n e  qu e  
a n d a r pa ra  re g a r los 27  á rb o le s , s a b ie n d o  qu e  
d e  pozo  al p rim e r á rbo l hay  8 m  de  d is ta n c ia ?

R e s o lu c ió n :

3 -
„ —1 -5  m —( - 5  m —1 -5  m —| -  ,.............................

1. El e s p a c io  q u e  re c o rre  p a ra  lle v a r  a g u a  
al p r im e r  á rb o l y  re g re s a r  a l p o z o  es : 
8 +  8 =  16 m.

2. El e s p a c io  q u e  re c o rre  p a ra  lle v a r  a g u a  
al s e g u n d o  á rb o l y re g re s a r  a l p o z o  es: 
13 +  13 =  26  m.

3. P ara  el te rc e r á rb o l: 26  +  10 =  36 m.
Así, s u ce s iva m e n te .
La d is ta n c ia  to ta l re co rrid a  es:
S =  16 +  26  +  36  +  ...
C om o  la su m a  es de  27  su m a n d o s :
S 27 =  (2 t, +  26 r) 2 7 /2 ; sust. da tos :
S 27 =  (2 v  16 +  26 x  10) 27 /2 ; e fe c tu a n d o :
S 27 =  39 42  m.

PROGRESIÓN GEOMÉTRICA (PG)
Es un a  s u ce s ió n  de  n ú m e ro s  en la cua l e l p rim e r 
té rm in o  es d is tin to  de  ce ro  y  cada  uno  de  los té r­
m in o s  s ig u ie n te s  se  o b tie n e  m u lt ip lic a n d o  a l a n ­
te r io r  p o r un a  c a n t id a d  c o n s ta n te , lla m a d a  ra zó n  
d e  ¡a PG.
S ím bo los :

t¿  p r im e r té rm in o
tn: té rm in o  d e  lu g a r n o té rm in o  e n é s im o  
q: razón
n: nú m e ro  de  té rm in o s

S n: su m a  de  n té rm in os .
P n: p ro d u c to  de  n té rm in o s

Representación de una progresión geom étrica;

■H- t| : t2 : t3 : ... : tn _ i : tn

P o r d e fin ic ió n : tn =  tn _ -¡q t n

t n

c Y lo ta / : -
La razón de una PG se halla d iv id iendo dos té r­
m inos consecutivos.

PROPIEDADES

Un té rm in o  cua lqu ie ra : tn  = t iq n (1)

La razón  de  un PG  el p ro d u c to  de  do s  té rm i­
nos e q u id is ta n te s  de  los e x tre m o s  es ig ua l a 
p ro d u c to  d e  los ex trem os .
S ea  la PG:

=  t , . t2 tp .... tq .... tn _ -|. tn
do nd e  tp y tq son eq u id is ta n te s  de  los ex trem os

t p  t q  t-| tn

3. En una PG  de  un n ú m e ro  im p a r de  té rm in o s  el 
té rm in o  ce n tra l es igua l a la ra íz  cu a d ra d a  de l 
p ro d u c to  de  los ex tre m o s .

En una  PG  de  tres  té rm in o s , e l s e g u n d o  té rm i­
no es  m e d ia  g e o m é trica  e n tre  el p rim e ro  y el 
te rce ro . Sea : +- t-i : t2 : t3

t2 — Vt-j t 3

5. En una PG  lim ita d a  de  n té rm in o s , el p ro d u c to  
de  sus  té rm in o s  es  ig ua l a la ra íz  cu a d ra d a  del 
p ro d u c to  de  sus  e x tre m o s , e le v a d o  al nú m e ro  
de  té rm in o s  d e  la PG.

J( t i tn)n

6. La su m a  d e  los n p rim e ro s  té rm in o s  d e  una 
PG  lim ita d a , es:

q tn ~  t; 
q — 1

(2 )
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S ustituyendo  (1) en (2), se ob tiene otra  fó rm ula:

t i d n ~ 1q -  ti S n =  —    ; de  donde :
q -  1

q n -  1

7. El lím ite  d e  la su m a  de  los té rm in o s  de  una 
PG  d e c re c ie n te  ilim ita d a  es ig ua l al p r im e r té r­
m ino  d iv id id o  e n tre  la d ife re n c ia  de  la un id a d  y

la razón : S L = ti
1 - q

pa ra  una P G  d e c re c ie n te : 0 q <  1 cu a n d o  
n ->  co (se  lee: n tie n d e  a In fin ito).

M edios geom étricos o proporcionales: son los
té rm in o s  de  una PG  c o m p re n d id o s  e n tre  sus  e x ­
tre m os :

:: t ' ^ - t , -
m medios geométricos

In terpo lar m edios geom étricos entre dos núm e­
ros dados. Es fo rm a r una PG  e n tre  d ich o s  n ú m e ­
ros. S ea n  los n ú m e ro s  a y  b y  el n ú m e ro  de  m e d ios  
m, la p ro g re s ió n  g e o m é tr ica  será. +  a : .......: b

La razón  de In te rp o la c ió n  es:

Ejem plos:
1. H a lla r el té rm in o  d e  lu g a r 16 en la PG: 

„  1 . 1 . 1 .
2 5 6 ' 1 2 8 ' 6 4 " "

R e s o lu c ió n :

D atos: t, =
256

n =  16; q =  2

A p lic a n d o  la fó rm u la : tn =  t ,q n

1 t / o \1 6  - 1 / 1Se tiene : t 1B =

tío =  128

2. En un a  P G  se c o n o c e  qu e : t, =  1/2, t3 =  1 y 
t n =  25 6 , h a lla r  la ra z ó n  y  e l n ú m e ro  d e  té r ­
m in o s .

R e s o lu c ió n :
P or fó rm u la : t3 =  L  q 2

S us t. d a tos : 1 =  — q 2 => 
2

P or la fó rm u la : tn =  t-iqn

=  -Í2

256  =  j - i y / 2 )'

su s titu ye n d o :
,n - 1

512  =  ( / 2 ) r 
9=

n - 1

'n 1 =, 29 =  (2 ) 2 ; d e  donde: 

18 =  n -  1 .-. n =  19

En una  PG  el p rim e r té rm in o  es  7, e l ú ltim o  es 
4 4 8  y  la s u m a  889. H a lla r la razón  y  el nú m e ro  
de  té rm in o s .

R e s o lu c ió n :
P or la fó rm u la : tn =  ^ q "  “ 1; s us titu ye ndo  da tos : 
4 4 8  =  7 q n “  1 => 64  =  q n/q , de  donde : 
q n =  64q . . . ( 1)

/ n n -  1 \P or la fó rm u la : S n =  t 3 ÁL '

S ust. da tos : 889 

q n -  1

q — 1

q n -  1 \
1

127 :
q - 1

. . . (2 )

64q -  1
S u s titu y e n d o  (1) en (2): 127 =  — — — ; deq -1
do nd e : q =  2 
S u s titu y e n d o  en (1):
2 n =  6 4 x 2  =  128 =  27 .-. n =  7

4. El lim ite  d e  la s u m a  de  lo s  in fin ito s  té rm i­
nos d e  una  P G  d e c re c ie n te  es  e l d o b le  d e  la 
s u m a  de  sus  n p r im e ro s  té rm in o s . H a lla r la 
razón .

R e s o lu c ió n :
El lím ite  de  la sum a  d e  los té rm in o s  de  la PG 

tiin fin ita  es: lim  S =
1 - q

. . . ( 1 )

s ie n d o  la su m a  d e  los n p rim e ro s  té rm in os : 

t ,(1 - q n)
S n = 1 - q

. . . (2 )

P o r c o n d ic ió n  de l p ro b le m a : 2 S n =  llm  S
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S u s titu y e n d o  (1) y  (2 ) en  e s ta  c o n d ic ió n  de l

p ro b le m a : 2t-, t iM  - q n 
) 1 -  q /  1 -  q

s im p lif ica n d o :

2(1 -  q n) =  1 

1 ,q =

1 - q "  =  ~

q "  =  L ;  d e d o n d e : q  = nJ í

□EJERC IC IO S PROPUESTOS□

Si a los n ú m e ro s  3; 7 y  13 se  les s u m a  una 
m ism a  c a n tid a d  resu lta , en e se  o rd en , una 
p ro g re s ió n  g e o m é trica . D e te rm in a r la razón  
de  d ich a  p ro g re s ió n .

a ) 0,6 
d) 2,5

b) 1,2 
e) 3

c) 1,5

2. M o s tra r los c u a tro  m e d ios  g e o m é tr ic o s  in te r­
p o la d o s  e n tre  160 y  5.

a ) 5: 10, 20 ; 40  
c) 80, 40 , 20 , 10 
e ) 10, 30, 90 , 120

S egún :
(x  -  3 ) :  x : (x +  12) 
y: Jx : (y  +  3)
2y  : 2x  : z; c a lc u la r z

b) 10; 30; 60 , 90 
d) 120, 90 ; 60 , 30

a ) 12 
d ) 24

b) 16 
e) 32

c) 20

Los té rm in o s  de  lu g a re s  2a y  2b  de  un a  p ro ­
g re s ió n  g e o m é tr ic a  son, re s p e c tiva m e n te , m 2 
y  n2, ¿C uá l e s  e l té rm in o  de  lu g a r a +  b?

a) m n 
d ) (m - n )2

b) (m n )2 
e ) m 2

c) m n /2
n‘

D e una P .A s e  tiene :
S n -  a n =  (n -  1)(n  +  3); do nd e :
a n: té rm in o  g e n e ra l
S n: sum a  de  los n p rim e ro s  té rm in o s
SI n es im par, p ro p o rc io n a r el té rm in o  cen tra l.

a ) n +  1 
d) n +  4

b) n ■ 
e) n

c) n +  3

6 .

8 .

9.

En la  p ro g re s ió n : +  a, b, c, d  la su m a  d e  sus  
té rm in o s  es  n y la razón  es  2n . H a lla r: a 2 -  d 2

a) n
d ) - 4 n 2

b) - 3 n 2 
e) 1 2 n2

c) 6n

7. D a d a  la  p ro g re s ió n  a ritm é tic a :
1 1 1
- b b +  c  c +  a

, o b te n e r:

a) 2 
d) 1/2

b) 4 
e ) 1/4

c )1

El té rm ino en la posición 17 de: te 8 : 32 :1 2 8  :... 
es  ig ua l a 2 k. S e ñ a la r e l v a lo r d e  k.

a ) 41 
d ) 35

b) 39 
e ) 32

c) 38

Las e d a d e s  de  un p a d re  y sus  do s  h ijos  e s ­
tá n  en p ro g re s ió n  g e o m é trica ; e l p ro d u c to  de  
to d a s  las e d a d e s  es  1331 . In d ic a r la e d a d  de l 
h ijo  m ayor.

a) 7 
d) 13

b) 9 
e ) 14

c) 11

10. In d ic a r el m e n o r d e  4  n ú m e ro s  en  P.G. s a b ie n ­
do  q u e  la s u m a  d e  sus  e x tre m o s  es  140 y  la 
su m a  de  los té rm in o s  c e n tra le s  es  60.

a) 4 
d) 15

b) 5 
e) 45

c) 10

11. En un a  p ro g re s ió n  a ritm é tic a  se  co n o ce  que: 
a 7 =  10 y  a 10 =  7. C a lc u la r el té rm in o  a 15

a) 3 
d ) - 3

b ) 2
e) 0

12. H a lla r la su m a : S =  7 +  13 
(6n +  1 )

c) - 2

19 +  25

a) n2 +  2 n 
d) 2 n 2 -  3n

b) 2n  +  3n c) 3 n 2 +  4n  
e) 3 n 2 -  4n

13. D e un a  p ro g re s ió n  a ritm é tic a  se  sa b e  que: 
a3 +  a5 =  57
a 5 +  a 10 =  9 9

¿ A  q u é  In te rva lo  p e rte n e c e  la razón ?

a) [0; 6>  b) < 0 ; 5] c) < 5 ; 7 >
d) < 6; 7] e ) < - 1 ;  0 >
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14. En una P.A la razón  y  e l n ú m e ro  de  té rm in o s  
son  ¡guales, la su m a  de  los té rm in o s  es  156 y 
la  d ife re n c ia  de  los e x tre m o s  e s  30 . C a lc u la r 
e l ú ltim o  té rm in o .

a ) 29  b ) 35  c) 37
d ) 39 e ) 41

15. P ro p o rc io n a r la su m a  d e  los 2 0  p rim e ro s  té r­
m ino s  d e  la s ig u ie n te  p ro g re s ió n  d e c re c ie n te :
-^ x 2, 2x, 3, ...

a ) - 5 0 0  b) - 4 2 0  c ) - 4 0 0
d) - 3 9 0  e ) - 2 8 0

16. S e in te rp o la n  5 m e d io s  a ritm é tic o s  e n tre  los 
n ú m e ro s  4  y  22 . C a lc u la r la razón  d e  in te rp o ­
lac ión

a) 2 b) 3 c ) 4
d ) 5 e ) 6

17. En la p ro g re s ió n : a  3, 3 0  p e l n ú m e ­
ro  d e  té rm in o s  c o m p re n d id o s  e n tre  3 y  30  es  
igua l a l n ú m e ro  d e  los c o m p re n d id o s  e n tre  30
y  p. C a lc u la r la  razón  si a d e m á s  la s u m a  de
to d o s  los té rm in o s  e s  570.

a) 6 b ) 5 c) 4
d ) 3 e ) 2

18. S i: a; b; c; d e s tá n  e n  p ro g re s ió n  g e o m é tr i­
ca , a d e m á s : a -  d =  7, c a lc u la r :

(a  -  c )2 +  (b  -  c )2 +  (b -  d )2

a) 91 b ) 4 9  c) 34
d ) 19 e ) 14

19. S i a l s o lta rse  una p e lo tita  d e sd e  1 m e tro  de 
a ltu ra , e s ta  a d q u ie re  en  ca d a  reb o te  los 3/4 
d e  la a ltu ra  an te rio r, c a lc u la r la d is ta n c ia  qu e  
re c o rre  ha sta  qu e  se  de tie n e .

a) 7 m b ) 6 m  c) 5 m
d) 4  m e ) 3 m

20. S um ar:

1 + / l _ i U ( i - l W 1 1 ' ' / 1 1 ' >2 3 1 \ 4 6 /  \ 8 1 2 / \ 16 2 4 /

a)  2/ 3 b)  4 / 3  c)  8/3
d)  2  e)  3

1 . c 5.  d 9. c 13.  c 17. d
2 . c 6 . b 10 . b 14.  e 18. b
3. e 7. d 1 1 . b 15.  d 19. d
4.  a 8. d 1 2 . c 16.  b 20 . b



LOGARITMOS

LOGARITMOS EN LOS REALES

T e o re m a  d e  e x is te n c ia  y  u n ic id a d  de l lo g a ritm o
P a ra  to d o  p a r d e  n ú m e ro s  re a le s  a y b ta le s  que  
a > 0, a # 1 y b > 0, e x is te  un ún ico  n ú m e ro  rea l x, 
q u e  cum p le : ax =  b.

D efin ic ió n  d e  lo g a ritm o . S ea n  los n ú m e ro s  rea les  
a y  b, si a >  0, a #  1 y  b >  0, el n ú m e ro  rea l x  se 
d e n o m in a  lo g a ritm o  de l n ú m e ro  b en b a se  a y se 
d e n o ta  p o r lo gab si y  so lo  si a x =  b.

: lo g ab <=> ax =  b

D onde : a: b a se  de l lo g a ritm o
b: n ú m e ro  de l lo g a ritm o  
x: lo g a ritm o  de  b en la ba se  a

E je m p lo s :

1. 2  =  lo g 39 o  32 =  9

lo g a1 =  0 
lo g an a =  1/n 
!ogaa =  1

lo gaan =  n 
lo ganam =  m/n

Id e n tid a d  fu n d a m e n ta l de l lo g a ritm o

Si a >  0, a # 1  a  b >  0  se  cum p le :

3 '°a35 =  5 • (2x ) log2xa =  a

T e o rem a s . S ea la b a se  rea l a, ta l q u e  a >  0 a  a #  1
1. S ea n  A y  B rea les , ta l que: A B  > 0

lo g aA B  =  lo g a|A| +  ¡oga|B|

2. S ea n  A  y B rea les , ta l qu.e: A /B  >  0

lo ga (A /B )=  lo ga|A| -  lo ga|B| N o tac ió n : lo g 10N =  logN

S ean  A  rea l, n g  IN ta l q u e  A n >  0

lo g aA n =  n lo g a|A|

4. S ea  A  rea l, ta l qu e  A  >  0, n g  IN, n >  2

l° 9 a nÍ A  =  ^ lo g aA

5. S ea  A  rea l, ta l qu e  A  >  0, m g  IR A n G l R

lo gan A m =  —  lo gaA; n ¿  0

C o ro la rio . S i se  e le v a  a un  m ism o  e x p o n e n ­
te  m (o se  e x tra e  ra íz  e n é s im a ) la b a se  y  n ú ­
m e ro  de l lo g a ritm o , e l v a lo r  de l lo g a ritm o  no 
se  a lte ra .

lo gaA  =  lo g amAm =  lo g n -  n/A  ; A  >  0

6 . Si A  >  0 A B >  0

lo g aA  =  lo g aB »  A  =  B

C a m b io  de  base: D ad o  lo gab e IR  

Sea : c  >  0 a  c  /  1 lo gab =
lo g c b
lo g ca

PROPIEDAD

lo g ba =  ( lo g ab) 1
lo g ab a # 1

R e g la  d e  la ca d e n a . Si:
a > 0 ,  a  /  1, b >  0, b #  1, c >  0, c #  1 A d > 0

a logab =  b S e  cum p le : lo g ab lo g bc lo g cd =  lo gad

SISTEMAS DE LOGARITMOS
C a d a  ba se  d e  lo g a ritm o s  d e te rm in a  un s is te m a  
d e  lo g a ritm o s  en c o n s e c u e n c ia  e x is te n  in fin ito s  
s is te m a s  d e  lo g a ritm o s  p a ra  un a  b a se  po s itiva  y 
d ife re n te  de  1. Los  s is te m a s  m ás  im p o rta n te s  son:

S is te m a  d e c im a l o d e  B rig g s . Es aq ue l s is te m a  
de  lo g a ritm o s  en  el cua l la b a se  es 10 .
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Se lee: lo g a ritm o  de  N 
En ge ne ra l: logN  =  P arte  P arte

en te ra  de c im a l
■? A

(c a ra c te rís tica s ) (m a n tisa )

T e o rem a . S ea  N > 1; e l n ú m e ro  de  c ifra s  en su 
pa rte  e n te ra  v ie n e  d a d o  por:

n ú m e ro  de  c ifra s  N =  c a ra c te rís tica  +  1

S is te m a  h ip e rb ó lic o  o n e p e r ia n o . Es a q u e l s is ­
te m a  c u ya  b a se  es e l n ú m e ro  tra s c e n d e n te  de  
E u ler:

-  =  —  +  ±  +  1  +  1 +  ... =  2 , 71 82 818 . 
,k ! 0! 1! 2! 3!

N o tac ió n : lo geN =  InN

loga =  c «  1 0C =  a 
log 1 =  0 
log 10 =  1

loga
=  lo g ba

R e s u lta d o s  im p o rta n te s
In 1 =  0 
Ine =  1
Ine" =  n; n g  IR 
Ine® =  e 
e lnx =  x; x a  o

logx
Inx =   ; x  >  0

loge

logx  = Í D í _ ; x >  0 
a In 10

DEFINICIONES
1. C o lo g a ritm o . S e d e fin e  c o m o  e l lo g a ritm o  en 

b a se  b de l in ve rso  m u ltip lica tiv o  de  un nú m e ro  
x. Así:

logb 

log 1 0n =  n

c o lo g bx =  lo g b| l

C o ro la rio :

c o lo g bx =  - lo g bx:

b > 0; b # 1 ; x > 0

b > 0, b y i , x > 0

A n tilo g a ritm o . Se de fin e  co m o  e! o p e ra d o r 
in ve rso  de l lo g a ritm o  y se  d e n o m in a  ta m b ié n  
e x p o n e n c ia l.

A s í: a n tilo g bx  =  bx; b > 0 ,  b # 1 ; x e I R

PROPIEDADES
S ea  b >  0, b A 1

a n tilo g b(lo g bx) =  x; v  x e IR 4 
lo g b(a n tilo g bx) =  x; V x e IR  
a n tilo g bx a n t ilo g by  =  a n tilo g b(x +  y)

FUNCIÓN EXPONENCIAL Y LOGARÍTMICA
E stas  fu n c io n e s  se  d e n o m in a n  tra s c e n d e n te s  a d e ­
m ás  se  c a ra c te r iza n  p o r s e r una  in ve rsa  de  la otra .

FUNCIÓN EXPONENCIAL DE BASE a
S ea a un n ú m e ro  rea l p o s itiv o  y d ife re n te  de  1.
La fu n c ió n  f: IR ->  IR d e fin id a  por: f(x ) =  ax
Se d e n o m in a  fu n c ió n  e x p o n e n c ia l d e  ba se  a.
El d o m in io  de  e s ta  fu n c ió n  es  D f =  IR y su ran go  es
R f  =  ( 0 ;  + o c )

R e s p e c to  a la g rá fic a  c o n s id e ra m o s  dos casos:
Si 0 a <  1, la g rá fica  se m uestra  en la figu ra  1 
Si a 1,1a g rá fic a  se  m u e s tra  en la fig u ra  2.

y y

y = ax y = ax.
1/a a______ 1

i a 1/a i

-1 0 í x -1 0 1 X

0 <  a <  1 a >  1
F ig u ra  1 F ig u ra  2

P ro p ie d a d e s  de la fu n c ió n  e x p o n e n c ia l
1. Si 0 a <  1, la fu n c ió n  f(x ) =  a x es  d e c re c ie n te

en  to d o  su d o m in io .
2. Si a >  1, la fu n c ió n  f(x ) =  a x es  c re c ie n te  en 

to d o  su do m in io .
3. La g rá fic a  d e  la fu n c ió n  e x p o n e n c ia l de  b a se  a 

p a sa r p o r el pu n to  (0; 1 ).
4. Si 0 <  a <  1, en to n ce s :

lím  a x =  +oc ; lím  a x =  0
X  —  - o o  X  —  + o o

5. S i a 1, en to n ce s

lím  a x =  0; lím  a x =
X —  —o o  X  —  + o o

6. a x 4 z =  a xa 2

7. a x z =  — ; a A 0
a z



9 2  | C o l e c c ió n  E l P o s t u l a n t e

FUNCION INVERSA DE EXPONENCIAL 0  FUNCION 
LOGARÍTMICA
D e las p ro p ie d a d e s  1 y  2 d e d u ce  q u e  la fu n c ió n  
e x p o n e n c ia l d e  b a s e  a d a d a  p o r  f(x )  =  a x d o n ­
d e  a >  0 a ^  1, es in ye c tiva  en  su  d o m in io  (IR) y 
p o r ta n to  a d m ite  fu n c ió n  in ve rsa  q u e  es  lla m a d a  
fu n c ió n  lo g a rítm ica  d e  b a se  a y  e s tá  d e fin id a  por: 

g: (0 ; +oo) ->  IR ta l que  

g (x ) =  lo gax ( lo g a r itm o  de  x en b a se  a)

Dg — (0 ; +oo) y  Rg =  IR

En la fig u ra  3 se  m u e s tra  la g rá fic a  d e  g (x ) =  lo gax, 
si 0  <  a <  1 y  en  la fig u ra  4  se  m u e s tra  la g rá fic a  de  
g (x ) =  lo gax, si a >  1 .

0 < a  <  1 
F ig u ra  3 F ig u ra  4

P or d e fin ic ió n  de  fu n c ió n  in ve rsa , te n e m o s :

1 . f(g(x)) =  x, V x  e  (0; +oc) o a l09ax =  x; v x  e  (0; +oo)
2. g (f(x )) =  x, V x  e IR  o lo g a(ax) =  x, v x  e IR

En resum en : a y =  x  »  y  =  logax
P or e je m p lo , 3 4 =  81 »  4  =  lo g 3(8 1 )

P ro p ie d ad e s  d e  la fu n c ió n  io g a rítm ic a  d e  b a se  a
1. S i 0 <  a <  1 , la fu n c ió n  g (x ) =  lo gax  e s  d e c re ­

c ie n te  en su  d o m in io  (IR+).

2. S i a >  1, la fu n c ió n  g (x ) =  lo gax es  c re c ie n te  
en  su  d o m in io  (IR").

3. La g rá fic a  d e  to d a  fu n c ió n  lo g a rítm ica  pa sa  
po r el p u n to  ( 1 : 0).

4 . SI 0 <  a <  1, en to n ce s :
lím  lo gax  :

x -0 *
+oc y  lím  lo g ax =  - o o

X — +oo

SI a >  1, en to n ce s :
lím  lo gax :

x - 0*
-oo  y  lím  lo g ax  =  +ooX — -foc

LOGARITMOS NATURALES Y DECIMALES
C o m o  e es  un n ú m e ro  p o s itiv o  y  d ife re n te  de  1, las 
fu n c io n e s  d e fin id a s  p o r f(x ) =  e x (fu nc ión  e x p o n e n ­
c ia l d e  b a se  e).
g (x ) =  lo g ex (fu n c ió n  de  b a se  e)
S on  ta le s  que:
1. Df =  IR, R f — (0 ; + oc)

D g =  (0 ; +oc); Rg =  IR
2. U na  es  in ve rsa  de  la otra .
3. 2 < e  < 3
4 . S us g rá fica s  se  m u es tran  en la s igu ien te  figura .

IV.

A  lo gex se  d e n o m in a  lo g a ritm o  n a tu ra l o n e pe - 
r ia n o  de  x y se  d e n o ta  c o m o  Inx.

A  lo g 10x  se  d e n o m in a  lo g a ritm o  d e c im a l o v u l­
g a r d e  x  y se  d e n o ta  con  logx.

P o r la fó rm u la  de  ca m b io  de  base , la re lac ión  
e n tre  Inx y  logx, e s tá  d a d a  por: 

logx  
loge

logx  =  0 ,4 3 4 3  Inx o Inx =  2 ,3 0 2 6  logx

A u n q u e  e s ta s  fu n c io n e s  son  caso s  p a rtic u la ­
res  de  las fu n c io n e s  e x p o n e n c ia le s  y lo g a rít­
m ica s  es  n e ce sa rio  re c o rd a r lo s igu ien te :

lo gx  =  - ! n í -  o Inx 
a In10

; de  donde:

1 . In (ex) =  x 2 . e =  x

EJERCICIOS RESUELTOS

H a lla r una e x p re s ió n  e q u iv a le n te  a: 

x +  / x 2 -  1K =  log f
x - / x 2 -  1 

R e s o lu c ió n :
R e a liz a n d o  tra n s fo rm a c io n e s  c o n v e n ie n te s : 

(x  +  Vx2 — i )  ( x  +  Vx2 — i )  ( x +  Vx2 — 1 )

( x - / x 2 -  i )  ( x  +  i x 2 -  1> X 2 -  ( h 2 -  1 f
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K -  lo g - log x2 +  2x J x 2 1 +  x 2 -  1
x 2 -  x2 +  1X  — V x 2  —  1

K =  io g [ x 2 +  2x I x 2 -  1 +  ( ’I x2 -  1 ) ]

^  K =  lo9 Á + í x-2.- J .  ^ | n n ( x  +  / ^ f  
x - l x 2~ 1

F in a lm en te , se  p ide : K =  2 lo g (x  +  • I x 2 -  i )

2. H a lla r el v a lo r d e  b q u e  s a tis fa ce  la ecu a c ió n :
(!ogb9 )2 -  4 ( !o g b9) +  4 =  0

R e s o lu c ió n :
H ac ien do : lo g b9 =  x
S e  tiene : x 2 -  4x  +  4  =  0; (x -  2 )2 =  0
=s x -  2 =  0; x =  2
R e p o n ie n d o : lo g b9 =  2
P or d e fin ic ió n : b2 =  9
F in a lm en te : b =  + -/9  ; b =  ± 3 => b =  3
Se e lim in a  c o m o  so lu c ió n : b =  - 3  ya  q u e  la
ba se  nu n ca  es  ne ga tiva .

3. ¿ Q u é  v a lo r  m a y o r d e  7 re s u e lv e  la s ig u ie n te  
e c u a c ió n : Iog 16 +  lo g x  +  lo g (x  -  1 )

=  lo g (x 2 -  4 ) +  Iog 15

R e s o lu c ió n :
R e a liz a n d o  tra n s fo rm a c io n e s  e q u iv a le n te  de 
com posic ión : log [16x(x  -  1)] =  log [15(x2 -  4)] 
Levantando logaritm os: 16x(x -  1) =  15(x2 -  4) 
x 2 -  16x +  60  =  0 
=  (x -  10 )(x - 6) =  0 
= > x  =  1 0 v x  =  6 

x =  10

4 . R e s o lv e r  la  e c u a c ió n :
1 +  2 lo gx  -  lo g (x  +  2 ) =  0

R e s o lu c ió n :
Se tiene : 1 +  2 lo g x  -  lo g (x  +  2 ) =  0

Luego : Iog10  +  lo g x 2 -  lo g (x  +  2 ) =  0

Iog 10x 
x +  2

=  Iog 1

L e va n ta n d o  lo ga ritm o s: 10x
x  +  2

=  1

D e d o n d e : 10x2 -  x  -  2 =  0
(5x  +  2 )(2 x  -  1) =  0

O \
x =  - - ; x  =  -+: pe ro  x >  0 (p o r de f. de  logx) 

5 2

log(Vx® + 37 )
5. C o n s id e ra m o s  la  e c u a c ió n :  — =  3

lo g ( /x  +  1)

H a lla r la s  s o lu c io n e s  rea les .

R e s o lu c ió n :

lo g f / x 3 +  3 7 )
Se tiene :  — =  3

log (V x  +  1 )

R e p re se n ta n d o  c o n v e n ie n te m e n te :

Io g ( Vx3 +  3 7 ) =  Iog ( I x  +  1)3

to m a n d o  a n tilo g a r itm o s  a a m b o s  m iem bros :

I x 2 +  37 =  ( I x  +  1)3

h a c ie n d o : I x  -  a ,  se  tiene : a 3 +  37 =  (a  +  1 )3 
e fe c tu a n d o : a 2 +  a  -  12  =  0 
de  d o n d e : (a  +  4 ) (a  -  3) =  0 

a  =  - 4 ,  o se a  I x  =  - 4  (a b su rd o ) 
a  =  3, o se a  Vx =  3 => x  =  9 

la ún ica  s o lu c ió n  se rá  9.

I " - EJERCICIOS PROPUESTOS |

1. R eso lve r: 2 log7<x2 - 7x + 21> =  3 l0974
In d ic a r el m a yo r va lo r.

a) 3 b) 4  c) 2 d ) 7 e ) 10

2. R e s o lv e r la s ig u ie n te  ecu a c ió n :
3 Iog  (Io g  x)

a) 102
d) 103

[Iog (Iog x ) j los [ |oa (|09 x )l =  27

b) 104 c) 10
e) 10b

3. S i: log (|x | -  1) = 1 +  2 lo g 3̂  l 2 s e  p u e d e  a fir ­

m a r qu e : 4/ ¡ V ¡  -  1
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a) Es un n ú m e ro  irra c io na l.
b) Es un n ú m e ro  ne ga tivo .
c) Es un n ú m e ro  im par.
d ) Es m ú ltip lo  de  4.
e) Es un n ú m e ro  par.

Si: lo g (10 + 2V2i)  ( f f  +  - Í 3 f  -  8 , reso lve r: xxX =  n 

a ) Í2  b) -Í3 c ) 17

d) Vio e )2

5. C a lc u la r E, si x =  10/3

E =  lo gx (3 lo9L3x +  4 |092x +  6iog.'6x )

a) 11 
d) 9

b) 3 
e) 12

c) 10

6 . C a lc u la r x, si: 3 lo g x16 +  7 lo g x8 =  22

a) -  -Í8 
d ) 2 -Í2

b) 2 
e) 3 /2

c) 2 Í 3

Lu eg o  de  reso lve r: 3 1 + logx +  32 + logx =  2 3 + |O0X 
in d iq u e  lo c o rrec to :

a) x  =  0 ,04  
c) 10x  -  1 =  0 
e) 1/x  =  100

R eso lve r:

b) x 2 =  x  +  1 
d ) x  =  1

1 1

a) 3 
d )  - 1

l° 9( x - 2)7 lo g (x + 1)7

b) - 3  
e) 0

=  lo g 74

c) - 2

R educ ir: F
lo g /35 /  lo g 54 x lo g 4 /2 7

lo g abn - 1
l 0 9 j  a b  | 9 b

a) 5 b) 4  c) 3 d ) 2 e ) 1 

10. R eso lve r: lo g xlo g x7/4  =  7

a) 2 

d ) 7

b) 4 
e ) 7(A

c) 7Í2

11. Si se sa b e  que: a =  lo g 2b 
b =  lo g 2c 
c =  lo g 2d 
bcd  =  128 
b +  c  =  6

(1)
(2 )
(3)
(4)
(5)

c a lc u la r: J =  2—£/cd 

a ) 6 b) 2 c) 4

12. S i: loga =-/i~3 -  -Í7 
lo g b  =  -Í7 -  / T í  
lo gc  = - /T T - /T 3

d) 3 e ) d 1

ca lcu la r: P

a) 3

lo g 3a +  lo g 3b +  lo g 3c

lo g a 1lo g b logc

b) 1 c) 2 d ) 1/3 e ) 0

13. R ed uc ir: lo g n{ lo g n 2—4 / n ^ / ñ }  s ie n d o  n >  1. 

a) 1 b) 1/2 c ) n d ) - 1  e) - 2

14. Si: m, n e IR + a lo g mnrn =  3 c a lc u la r el v a lo r de:

loga

a) - 6  
d) - 7

b) - 1 0  
e) 7

c) 6

15. In d ic a r  e l v a lo r  d e  v e rd a d  (V ) o  fa ls e d a d  (F ) 
en :

I. a logab =  b, b > 0 a  a e  IR
II. !ogs12 -  lo g 54 =  lo g 58
III. lo g 46 =  lo g642 1 6

a) FV F 
d ) V V F

b) F F V  
e) V F V

c) FV V

16. In d ic a r  e l v a lo r  d e  v e rd a d  (V ) o fa ls e d a d  (F ) 
en :
I. lo g215 =  lo g 2( - 5 )  +  lo g 2(—3)

II lo g 3 ¡2 =  2 lo g32 
1III. lo g 57 ^

a) FV F
d) F F V

lo g 75

b) V F V  
e) FFF

C ) V V V

17. E n c o n tra r el v a lo r de:
|0g 75 !og5343 +  |0g 2-9log9128 -  l0g 51 3 log1325

c) 8a) 12 
d ) 5

b) 10
e) 9

http://tomaellibroquedeseasydescargalo.blogspot.com/
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18. C a lcu la r: M =  lo g 44 9 lo g 52 lo g 271 25  lo g /73

c) 1a) 7
d) 14

b) 2
e) 49

lo g 2n +  lo g 2| l  +  ~ )  +  !°92(1 +  n +  g j

lo g 2 1

19. C a lc u la r x en la igua ldad :

x |ogxx3 +  2 7 x iogxx =  9 x iogxx2 +  27  (x >  O A  x  #  1)

a) 9
d ) 1

b) 6
e) 27

c) 3

20. C a lc u la r el v a lo r de  n que cu m p la  la ecu a c ió n :

a) 62
d) 44

b) 48
e) 56

c) 52

1. b 5 e 9. c 13. d 17. c
2. d 6. d 10. c 14. b 18. b
3. e 7. c 11. c 15. b 19. c
4. e 8. e 12. a 16. d 20. c
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