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PRESENTACION

Editorial San Marcos presenta al publico la Coleccién El Postulante, elaborada integramente pensando
en las necesidades académicas de los jévenes que aspiran a alcanzar una vacante en las universidades,

institutos y centros superiores de estudio a nivel nacional.

La Coleccion El Postulante retne los temas requeridos por los prospectos de admision, los cuales son
desarrollados didacticamente, con teoria ejemplificada y ejercicios propuestos y resueltos, de alto grado
de dificultad, con los cuales se busca dotar a los jovenes de los conocimientos basicos necesarios para
enfrentar no solo los diversos examenes de admision, sino afianzar los saberes de su formacion escolar
y alcanzar una formacién integral que les permita, en el futuro proximo, desarrollar una vida universitaria

exitosa.

Finalmente, deseamos hacer un reconocimiento al staff de docentes liderados por Salvador Timoteo, Pe-
dro de Castro, Jorge Solari y Nathali Falcon, profesores de amplia trayectoria en las mejores academias
de nuestro pais, quienes han entregado lo mejor de su experiencia y conocimientos en el desarrollo de
los contenidos.

—EL EDITOR-



LEYES DE EXPONENTES

POTENCIACION

Es aquella operacion matematica donde, dados
dos elementos llamados base (b) y exponente (n)
se calcula un tercer elemento llamado potencia.

Notacion:

b: base, beR
b" =P 4 n:exponente, n€Z
P: potencia, P € R

Ejemplos:
. En 5% = 625, la base es 5, el exponente es 4 y
la potencia es 625.

. a® aquiaeslabase, 3esel exponente y a’es
una potencia indicada.

PRINCIPALES EXPONENTES

Exponente natural. Si n es cualquier entero po-
sitivo y b es un numero real, definimos.

R b sin=1
b= ]{ bxbxb..bsin=2
%(—J
n veces

Ejemplos:
c 6'=6
- 3'=73
SO O R O O O R

\2) 2727272 16
« (-2) = (-2)(-2)(-2)(-2)(—2)(—2)(-2) = —128
. A1, 1_1

(4) “2°37 7%
© (=3)*=(-3)(-3)(-3)(-3) = 81
« —3*= (3% = -81
- 2)=-(2%=-8

Exponente cero. Si a es cualquier numero real no

nulo,

Ejemplos:

(%)O: (=70 =1; <J§>°:1;(—%)°:1

Nétese que no hemos definido 0°, esta expresion
no tiene un significado util.

Exponente negativo Si x es un ndmero real no
nulo, y si n es un entero positivo, definimos

Ejemplos:
= 1 1
LI I =—
e gt w (-2 -8
= 1 1 —2 1 1
. 472=— =L . -3y = =—
42 16 =2 (-3¢ 9

Si x e y son reales no nulos, n es un entero positivo
=N n
entonces (%) = (X)

X

Ejemplos:

. 3vA_j2¥_2 2 _4
(3) =(5)=5*5-%

; (%)‘3: 3% =27
2y

s R
Nétese que no hemos definido 07", esta expresién

no tiene sentido:

puessi: 07" = % = % = 3 entonces 07" no existe.

Teorema. Si x e y son numeros reales y m, n son
enteros, tal que x™, x", y" existen, entonces

3

o XMy R . i)((;:xm’";XJ#O
coer=xy - (3= Syeo
« (XM =xM . %= xy™"
Ejemplos:

o B3x6xBEx=63"(H*2=5g"=p

> 3__2 =32(3-31-3

3-3
2

+ 3T2=3"x3=9x3"
« 3(25") = 3(52") = 3(5")?

Si b es un nimero real y m, n, p son enteros en-
tonces:
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'
bm”p = bm@

Por ejemplo:

O D@ g

RADICACION EN R

J_es el simbolo radical
neselindice,ne NANn=2

a es el radicando (cantidad radical)
b es la raiz enésima

Va=>b

Por ejemplo, en %32 = 2, el indice es 5, el radican-
do es 32 y la raiz quinta es 2.

Observaciones:

1. Sia >0y nesun entero positivo, n > 2; enton-
ces existe un Unico real b > 0, tal que b" = a.
El nimero b se llama raiz enésima de a y se
denota por Va

2. Sia < 0ynesun entero positivo impar n > 3,
entonces existe un b < 0, tal que b" = a. En
este caso escribimos b = Ya y la llamamos la
raiz enesima de a.

3. Finalmente W0 =0

De las definiciones

YVa=bsiysolosib"=a| neINANn=>2

Cuando n = 2, es usual escribir Ya en lugar
de ¥a y llamar a {a la raiz cuadrada de a. Al
numero %/a se le llama la raiz cibica de a.

Ejemplos:

. *16=2, pues: 2* = 16

- 481=3, pues: 3* = 81

. 3=8=-2 pues: (-2)°=-8

« {9=3 pues:3?=9

Noétese que no hemos definido Va cuandoa < 0yn

es un entero positivo par. La razon de esto consiste

en que para todo nimero real b, b" es no negativo
cuando n es par.

Por ejemplo: {—4; 4=5; 8=100;...;20{(—)

Estas expresiones no estan definidas en IR (no exis-
ten), estas estan en el campo de los imaginarios.
Es importante observar que Ya cuando existe, es
un numero real Unico.

Teorema. Sin es un natural, n =2, x e y son reales
tales que Wx y "y existen, entonces

x X
“ Vxny = nxy = =n[&;siy#0
y y Ty y y

< MOX =™x; sim es una natural, m >2, y las

raices indicadas existen.
. 0 = X; nesimpar

|x]; n es par

Ejemplos:
- 48432 =%8x32="%256 =4

3
cO BB a7 g

/_ 3

. 3fa5 _ 12

o {729 =729 =3
© (=47 =

EXPONENTES RACIONALES

1. Sixesunnumeroreal y n es un natural (n > 2),
entonces definimos:

(suponiendo que VX existe)

Ejemplos:
A=31-2 =2
. g05_g2_ g =3
- 64" =964 =4
. 81M=481 =3
. 2798 -27B_337 -3
. 16925 = 16" = 416
2. Sea m/n un numero racional irreductible y n

un natural (n = 2). Luego, si X es un numero
real, tal que "x existe, definimos.

rm/n: nr nﬁl

|4|=4

Ejemplos:

. 312575 = (33125F = (5)° = (5)> = 25



. (—27P= (=27 =(-3%=9

(H>’5:2*5:i=i

. 4752
25 32

- 640,6 =642/3 = 64° =42 = 16

.« 85/3=(¥8)=(2)5 =32

Conjuntos numéricos

l Numeros complejos (a + bi) l
I
[ 1
Numeros imaginarios
a=0Ab#0

Numeros reales b = 0 l

E——.

Numeros irracionales] l Numeros racionales

e

liumeros fraccionarios

| Numeros enteros

I ]
Numeros Cero Numeros enteros
naturales negativos
\
Propiedades
o a%=1 «  (ab)"=a""
n n
.+ a'=a (%) = %
- amg" =gm*n . (an)m =a"m
m
. a—n:a"‘ L "a" = a; nesimpar
a
Va
+  Wa'b =a"b ”E o
n
. "1"‘ HJ—_ . a "= .1_
aﬂ
=11 n
N
% aln = njg . aln = ;]/n — }—
n
a

arn/rv _ n@m

Algesra | 11

EJERCICIOS RESUELTOS

Calcular el valor de: [(1/3)72 + (1/2)7%]'2
Resolucion:

Aplicando la propiedad de exponentes ne-
gativos:

32+ 24" =[25]'"2 = {25=5

Calcular el valor de:
[(1/2)2 + 2(1/3)

Resolucion:

2 (uByoe

Aplicando la propiedad de exponentes negati-
vos: [2%2+ 232 + (3)]"2 = [4 + 18 + 27]'?
=[49]"? =149 =7

Reducir la expresion:

T = (Xm)ﬂm - (X‘l +1/m>m/(m +1) + m X2m
Resolucion:

m(l) ( 2m
E=(x)'\m_x ”"+x'“

“E=x-x+x2=x

. on +2
Simplificar: M = | [ —"—+—

Resolucion:
Realizando transformaciones equivalentes:

_ 2n~2 2n+2
M= n 2n +n? Tn n(n+2)
2 n+2 2 n+2
n+2
= M=n2 " _nZ _ng
on

Hallar la fraccién decimal equivalente a la si-
guiente expresion:

-
72+ 150 - 78

Resolucion:

2
36(2) + {25(2) -

Efectuando: E =

42
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2

T 602+502-202 -E

=

_ 12 _1
9f2 9

_g—4705

Efectuar: P = 827 °

Resolucion:

En ejercicios de potencias de exponentes en
cadena se empieza las reducciones de la po-
tencia extrema. Asi:

40s-_ 1 __1__1
40,5 JZ 2
4705 _ g2 1 _ 1 _ 1
-9 =9 =52 53
= 27*97470'5 — 2771/3 - 1 _ L — _1_
27183 " 357 3
_4-05
_p=g2® ! g1 _ 1
- g3 - 3g
SHP=12=05

Hallar el valor de x en: “B[33 = 27

Resolucion:

Realizando transformaciones equivalentes:
1

ﬁi,jf:27 :3"5,3:33 :3—3—"4%:33

Identificando exponentes:

1 2+ 1/x . 0
=3 =1=3 , pero:1 =3
343
=>0=2+1/x = =12
Simplificar: E = ab?¥a 'b2{a b
Resolucién:

Eliminando radicales y escribiendo bajo Ia for-
ma exponencial:

E~— ab2a~ 1/3b~ Z/Saf 1/6b1/6

Reduciendo potencias de igual base:

~ E=a"" = {al’ = fabd
. E=b{ab

10.

1.

12.

n+d n
Simplificar la expresion: E = —2— 2(2")
2<2n+3>

Resolucion:
Representando convenientemente:

Eo Tx20-20") _2'(2°-2) 14 _7
2x2"x2° 27(18) 16 8
g (g

Simplificar la expresion: E = —
3(3")

Resolucion: )

Representando convenientemente:
_3"3°_3(3") 3"(27-3)
T e @

=24

Calcular el valor de:

244 36(2°72)
2x¢5_2<2x4 3)_41\2x—1) - 6(2)(71)

Resolucion:
2%(2%) + 36(2%/27)

E=
2%2° _ 2(2%2%) ~ 4(2%)(2Y) —6(2*12)

. (16)(2") + (9)2")
(32)(2) - (16)2") - (8)2) - (3)(2)

25(2%)
5(2%)

E= ~E=5

3(q4/3y

Calcular el valor de: E = ﬂ_(.?-_—L

[4(47]
Resolucién:
Transformando, para escribir en base 4:

—n s i

@4y =[(22/"] " = (2" = |22 " = 4
Reemplazando en la expresién propuesta:

(4347 _ (4%)(47) 42
(414,n)2 - (414)2 - 42-2n

=>E:4372n~(272n):43'—2r\‘2:2n:41:4



13.

14.

15.

16.

8 3 3
Calcular el valor de: E = 21—><359_><8_95
15% % 149% 30
Resolucién:

Descompceniendo en factores primos:
(3x7P(7Tx5P(24x5)°

E =
(3x5)(2x7P°(2%x3x5)

Por propiedad:

37 x 7358 %212« 5°
3% 5% 29 79 22 32 52
Multipiicando potencias de bases iguales:
£ = Lx7?x6 2"

39 % 795 58 2"

:E:2I2/211 :212711 :21 - E

E s

Il
N

Calcular el valor de: E = {%EE}A "

Resolucion:
Escribiendo la raiz principal en la forma expo-

PR
nencial: E = {338} °

Transformando los exponentes:

2112 3—1/6 J 4. 4 371/6
E=13p"] =13 JL
I
E=1(3"] (zp =
SO
E=3°°"=3’-3" . E-=3

Simplificar la expresién:

E= {m”{m(mwzrls}vz

Resolucion:
Efectuando operaciones:

E = (m~ )2 [<m1)1/5]“2 {[(m3)1/2]1’5}_2

2 3, 2.3
= E=m’m 5m 5=m 5 . E=m
2n+1
Calcular P—n/—————

——
=y

17.

Acesra | 13

Resolucion:
Trabajando con el denominador:

RE2g 5 4T = LEEAT, 402 _ 02 gt
5 n+2 n+2 s

_ n+2 47 :n»r2 (22>T :%4,2
n+2

=2n+2 =2

Reemplazando y descomponiendo:

n 1
P=nEZ2 W20 . p=2
Calcular: E = n M
' V523"

Resolucion:
Transformando el denominador:

go [107+15"+6"
nf 11 1
EPAEY

Dando comun denominador en el denomina-
dor de la raiz:

10"+ 15" +6" 1074 15" 4+ 6"
E=n\/6”+15”+10”_ 1
5N % 2Ny 3N " 10"+ 15" + 8"
(5x2x3)

- E =130 =30

Calcule: 32

a) {3
d)1 o) 17

Calcule Ay B:
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e 2= a) x b) x? c) 3x
BZ{(2 °) } i d) 5x e) 7x
a)5;2 b)1;2 c)2;3 4 \-5
d)4;7 e)5:9 o))
© 1. Sii x # 0, simplificar: s
3. Calcule A ByC: X
A={6+16+146+...; B=V\nlnir. a)2 b) 0 )3
s d) 1 e)5
C =434343...{3/9 e s
3 1
a)3;m 3 b)1;x; 2 c) 1;m;5 | 12 Siix#0, reduce:(——xa—(xs—)—(%
d) 1; ; 4 e)2: 15 ()OOENXT)
: a)x® b) x c) 2x
: 9
4. Si el exponente final de:{x"{x{x es 7/4, cal- d) x'° e) x
cular n. : .
N L X8 N
a) 1 b) 2 03 ? 13. Sise cumple: x* = 6, hallar: x
d) 4 e)5 a) 12 b) 2 c)6
: d) 12 e)18
5. Calcule el valor de x, en: 2¥{2 = ¥4% :
i 5
a) 2 b) ~3/2 c) 112 . 14. Calcule: (28"
d) 1/4 e)5/3 :
a)1 b) -2 c)3
o e d)2 e)6
6. Reduce: (12873[253 )
a) 27 b) 48 c) 49 5 n (355%3) -2
d) 20 e) 30 © 15. Reduce: {3@ N }
7. Encontrar el valor de n, si después de reducir: a) 1 b)3 c)9
rn#ﬁ = d) 12 e) 81
w; n & IN, se obtiene: 4
a)5 b) 4 )9 16. Sise cumple que: X% = 2, calcular: {x
a1 &) 10 | a)2 b) 3 c) 4
» d)5 e)6
8. Siix* * =2 calcule: x'#
17. Calcule:
a) 2 b) /5 c) 42 ; i 1 v
d)2 )8 vl Ly Ay
l(z)(4> “(85)  *(53)
9. Siia®=2 halle:a® a)4 b) 21 c) 30
a)4 b) 2 c)8 d) 40 e) 20
d) 10 e) 12 :

: . 5 x+1
18. Six* =5, indicar el exponente de a* en: a*

° :
10. Reduce: |2 X&l a)5 b) 3 c)2

d) 4 e)7




20.

21.

22.

23.

24.

25,

. Si: xy # 0, simplificar Ay B:

-2 2 Bi—4
A= f_+X2__ B = 8)(_31/2
(xy) axly
a) x? + y? 2xty~® b) x +y: x/y?
c)x —y; Xy d) x +y; xly

e)x +vy; xIy°

2
Si: x¥ = 2, calcule: (Y (<377 (47

a)2 b) 3 c)4
d)5 e) 6

Efectuar Ay B:

A= ¥z B= J9xTOxB

009 x %9

a)2;3 b):5; 2 e)T: 2
d)1;2 e)4; 2

’

Indique el valor reducido de la expresion:

{3+ 127 + 12
N7) B
a)2 b) 5 07
d)9 e) 15

Si:neN y ademas:

81 veces

360 360

360
1 n 8
S += 4+n 181

81x81x81...81

10 veces

calcule: n? + 1

a) 20 b) 30 c) 40
e) 10 e)15

3 asaddl
Si: a® =2, caleule: V(a* )"
a)1 b) 2 c)i3
d)4 e)5

Halle el exponente final de x
b veces

(x? )bC (xbe )axacxac  xacyac

(=P

i X#0

26.

27.

28:

29.

30.

31

32.

33.

a) 1 b) 2 )3
d)5 e)8

3
X
. X
Si se cumple que: X =3

3 6
calcule: x° + x* + x® + x*

a) 21 b) 25 c) 37
d) 42 e) 28
Efectuar: 3 — 6
I I
3_3
2
a) 1/2 b) 3/7 c) 1/4
d) 1/9 e) 3/91
( 4 3\( 3
Simplificar: ——\10 A307)a2)
(54)(250)(60%)(702)
a) 20 b) 84 c)12
d) 30 e) 90
Sea: x* = 5; halle: (x)*
a) 20 b) 35 c) 25
d) 28 e) 40
Simplificar:
1 = 11
vl Lpivlel vt
(z) ™ +(3)"™ +(z)
a) 287 b) 281 c) 235
d) 123 e) 435
N
Reduce: (55‘%>< 55-1075 ) 2
a) 21 b) 24 c) 25
d) 26 e) 30
10°)(65)(24
Simplificar: (——M
(482)(15%)(4°)
a)2 b) 5/2 c) 5/6
d) 4/3 e) 3/8
xX 2
Sea x > 1y ademas: x* = x*
calcule: x*
a)2 b) 3 c)8

d)5 e)7

AGesra | 15
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R
X2 exPexT

34. Simplificar: ixeR'
X3 x% x’
a)x’ b) x° c)x2
d)yx® e) x 20
n+4 n+2
35. Simplificar: 27 -2x277° cxelN
2 503

a)2 b) 3 c)1/3
d) 172 e) 1/5

1. a 8a 15.¢ 22.¢ 29.¢
n 2. a 9.a 16.a 23.d 30. a
1;' 3a 10.b 17.a 24.b 31.¢
%] 4b 1.d 18a 25a 320
Jdl 5b 12.a 19.a 26.d 33.¢
Ol 6c 13c 20a 27.b 34e

7b 14.d 21.a 28 b 35d




'POLINOMIOS

Notacion matematica. Es la que permite diferen-
ciar las variables de las constantes.

P(x; y; z) = 2ax’ — 5bxyz
N N

variables constantes

Expresiones algebraicas. Son aquellas expresio-
nes donde las operaciones que se usan son solo
las de adicion, sustraccion, multiplicacion, division,
potenciacion, radicacion entre sus variables, en un
numero limitado de combinaciones.

Son ejemplos de expresiones algebraicas:
© P(X)=x2+5x -y
X—y

e

. Q(x;y)=6 +{3y-5

. R(x;y; z) = 3 + 5x + log2/xyz

X=Yy
- Ty = +6

xy
Son ejemplos de expresiones no algebraicas lla-
madas también trascendentes:

. K(x) = cosx — 1

o ONX) =X 1

. M(x; y; z) = 3 + 6x + logx/xyz

© RE)=1+x+x2+..

Las expresiones algebraicas pueden ser raciona-
les o irracionales.

Término algebraico. Es aquella expresién alge-
braica en la que no se enlaza a las variables me-
diante la adicién y la sustraccion, presenta dos par-
tes que son el coeficiente y la parte literal o parte
variable.

=51 x%y’

N(x; y)
coeficienteI—ljpane variable

Son ejemplos de término algebraico:
P(x) = — 6zx; Q(x; y) = 2000x%y’

Vemos que las expresiones N y Q presentan di-
ferentes coeficientes pero la misma parte variable
y dichas variables estan elevadas al mismo expo-
nente.

Ellos se denominaran términos semejantes y tie-
nen como propiedad que la suma de términos se-
mejantes se reducen a un solo término semejante
y se obtiene sumando los coeficientes acompania-
do de la misma parte variable, por ejemplo:

Sean: 4x"y; 5ax’y; abx’y

= 4x7y + 5ax7y + abx’y = (4 + 51 + ab)x'y

POLINOMIO

Se define al polinomio como la expresion algebrai-
ca donde los exponentes de las variables son en-
teros positivos y esta definido para cualquier valor
que se de a sus variables.

Son ejemplos de polinomios:

© MU y) =5x% + (—6x°y°) + 1

« Nx)=x?—-6x>+5x° -2

o TX) =X+ 2% + TX% + 4X2

GRADO DE UN POLINOMIO

Es la caracteristica que distingue a una familia de
polinomios, este grado se halla segun la cantidad
de variables.

*« Polinomio de una sola variable. El grado
esta dado por el mayor exponente de la va-
riable. Por ejemplo:

P(x) = x* + 3x® + 7x® es de grado 6;
N(z) = x” + 2z°x — z° — 1 es de grado 3.
(variable z)

* Monomios de varias variables. El grado
o grado absoluto sera la suma de los expo-
nentes de todas sus variables mientras que
su grado con respecto a una variable o grado
relativo sera el exponente de la variable en re-
ferencia. Por ejemplo:

M(x; y) = 7)<2yE es de grado absoluto: 10
respecto a x (GR): 2
respecto ay (GR): 8

. Polinomio de dos o mas términos con una
variable. El grado o grado absoluto esta dado
por el mayor grado de los monomios que in-
tervienen, mientras que el grado relativo (GR)
lo dara el mayor exponente de ia variable en
referencia. Por ejemplo:
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P(x; y) = 7x%y° — 4x%y® + 6x7y?
Grado absoluto (GA):

mayor {5; 11; 9} = 11

Grado relativo (GR)

GR(x) = mayor {2; 5, 7} =7
GR(y) = mayor {3; 6; 2} =6

Representacion general de polinomios de una
sola variable

P(x) = ag + a;X + ax® + axx® +, ... + a,x", donde:
ag; a4; ...; a,: coeficientes

an: coeficiente principal, sia, # 0

ag: término independiente.

Sia, =1 = P(x) se llama monico

Casos particulares

n=1:P(x) = ap + a;x polinomio lineal, si a; # 0.

n=2:P(X) =ay+ax+ a,x?, polinomio cuadrati-
co, siap # 0.

n=3P(X) =a+ ax + ax? + asx>, sia; # 0,
polinomio cubico.

IGUALDADES DE POLINOMIOS

Dos polinomios son iguales o idénticos si son del
mismo grado y poseen el mismo valor para cual-
quier valor asignado a su variable o variables (que
deben ser equivalentes).

Es decir, al ser idénticos presentaran los mismos
coeficientes en téerminos semejantes.

P(X) = ag + a;x + ax* + ... + a,x" es igual a

Q(x) = by + byx + bpx? + ... + bx" 0 sea,
Px)=Q(x) = ag=byra; =bjra,=by A ... Aa, =Dy
Por ejemplo:

P(x) = x(x + 3) + (2 — x)3 es idéntico a

Q(x) =x? + 6: pues P(1) =Q(1): 7=7

R(x) = 2x? — 13x + 22 es idéntico a:

T(x) = 22 — 13x + 2x° ya que los coeficientes de
términos semejantes son iguales.

POLINOMIOS ESPECIALES

1.  Polinomio ménico. Es un polinomio de una
variable que tiene coeficiente principal 1 se le
denomina ménico.

Son ejemplos de polinomios monicos:
Ax)=1+ X% + 3%, B(x) = 7 — 2% + X C(X) = X

Polinomio homogéneo. Es aquel en el que
cada término tiene el mismo grado absoluto.
Son ejemplos de polinomios homogéneos:
A(x; y) = 6x*y? + 3xy® — y© su grado de homo-
geneidad es 6.

Polinomio completo. Es aquel polinomio que

. presenta todos sus exponentes desde el ma-

yor hasta el de término independiente.

Son ejemplos de polinomios completos:

AX) =7 + 3x2+ x + 4x°

B(x; y) = xy? + xy + x? es completo respecto a .
C(x; y) = X°y + x%y? + x + 2y° es completo
respecto a x y también respecto a y.

Polinomio ordenado. Si los exponentes de
una variable presentan un orden ya sea as-
cendente o descendente respecto a esta va-
riable sera ordenado.

Son ejemplos de polinomios ordenados:
P(x;y) = v*x® + y*x® + y?x° + x®y es ordenado
descendentemente respecto a y mientras que
respecto a x lo es en forma ascendente.

En todo polinomio de dos o mas términos
la suma de sus coeficientes se obtiene
evaluando el polinomio para x = 1. Es
decir, suma de coeficientes es P(1) o
P(1; 1) o P(1; 1; 1) (segun la cantidad de
variables).

En todo polinomio su término indepen-
diente se obtiene evaluando dicho polino-
mio para x = 0. Es decir: término indepen-
diente: P(0) o P(0; 0) o P(0; 0; 0) (segun la
cantidad de variables).

Aquel polinomio que cumple simultanea-
mente con la definicion 3 y 4 se denomi-
nan completos y ordenados, por ejemplo,
P(x) = x> + X + 4x — 2 es completo y or-
denado descendentemente mientras que
R(x)=1-x— x> = x> — x* es completo y
ordenado ascendentemente.



+  En todo polinomio completo y ordenado
el numero de términos es su grado mas
uno, el polinomio P anterior es de grado 3
vemos que su cantidad de términos es 4
el polinomio R es de cuarto grado y posee
cinco términos.

Ejemplo:

Siendo P(x — 1) = x* + 4, hallar su término inde-
pendiente mas la suma de coeficientes. Aparente-
mente este ejemplo parece obvio, pues se puede
pensar que su téermino independiente es 4 y la
suma de coeficientes es 1 + 4 = 5, pero jcuidado!
la variable es (x — 1) luego para calcular la suma de
coeficientes hallem (Yparax —1=1=x=2
. P(1) = 2% + 4 = 8, asimismo el término indepen-
diente: P(O) parax -1 =0 = x =1

L P0)=1+4=5

CALCULO DE VALORES NUMERICOS Y CAMBIO
DE VARIABLE EN POLINOMIOS '

Valor numérico. El valor numérico es el resultado
que se obtiene al reemplazar la variable de un po-
linomio por algtn numero.

Ejemplo:

+  SiP(x)= —2x® + 8; b & IN hallemos P(2),
lo obtendremos cuando su variable sea 2 es
decirx = 2.

PR)=2°*"—2x2°+8 - P(2)=8
« SiQx:y) =2x% - 3xy? +y; hallemos Q(3: —1),

lo obtendremos cuando la coleccién (x; y) sea
igual a (3; —1), es decir, x =3;y = -1

Q(3; —1) = 2(3)? = 33)(—1)% + (- 1)

~ Q@ -1)=8

En todo polinomio constante siempre se ob-
tienen el mismo valor numérico para cual-
quier valor de su variable, es decir, si:

P(x) =k = P(xg) =k, V¥ Xq

Cambio de variable. Consiste en reemplazar va-
riables por otras variables.
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Ejemplos:

1. Si P(x)—3x+x2+6, cambiemos a x por (x — 1):
Px—1)=3x—-1)+(x—-12+6
PXx—1)=3x—3+x2-2x+1+6

P(x—1)*x +x+4
2. SiQix) =x%+x" + 1, hallemos Q(
biando x por —x:
= Q(—x) = (—x)® + (—x)7 +1

SQX) = =X = xT +1

—X), cam-

3. SiP(b) =4b%-8b® +4b — 1, hallemos P(b/2);
cambiando b por b/2:

2 3 \
P(3)=4(3) -8(3) +4(3)-"
S P®2)=b*-b®+2b -1

4. SiP(x —1)=x*+9, hallemos P(x)
Lo obtendremos cambiando a x por (x — 1)
jCuidado! no iguale asi: x = x — 1 pues lo
puede confundir y llegara en algunos casos a
obtener absurdos.
Para realizar correctamente el cambio de va-
riable veamos dos formas:

* Lavariable que se desea cambiar (en este
caso x — 1) se forma en el segundo miem-
bro mediante un artificio.

Asi: P(x — 1) = (x — 1 + 1)? + 9 realizando
el cambio: (x — 1) por x obtendremos:
PX)=(x+ 172 +9
SPX)=x+2x+1+9
“P(X) =x%+2x +10

+ La variable que se desea cambiar, es de-
cir, (x — 1) se iguala a una letra (distinta
de x) llevamos todo a esta nueva letra, es
decirx —1=b = x =b + 1 reemplazando
obtendremos P(b) = (b + 1)? + 9 operando
P(b)=b*+2b+1+9
= P(b) =b?+2b + 10
“P(x)=x% +2x + 10

Al realizar un cambio de variable en el polino-
mio su grado; término independiente; coefi-
cientes no se alteran. Es decir, obtendremos
polinomios equivalentes.


http://tomaellibroquedeseasydescargalo.blogspot.com/
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Ejemplos:

1.

P(x) = 3x* al reemplazar x por z: P(z) = 3z* 0
reemplazando x por (x — 1): P(x — 1) = 3(x — 1)*
o reemplazando x por x%: P(x®) = 3(x%)* todos
ellos poseen el mismo grado 4: coeficiente
principal 3. es decir, hemos obtenido polino-
mios equivalentes.

SiiP(x)=2x+6AQ(x+1)=2x+8

vemos que Q(x +1) =2(x+1) +6

En este caso P(x) y Q(x) son equivalentes
segun la nota anterior. Seria erréneo plantear
que P(x) es idéntico a Q(x + 1) pues poseen
diferentes variables.

i " EJERCICIOS RESUELTOS 22

El grado del siguiente monomio es 8:

3x8 Y ox* Yx™ {2x"
hallar el valor de m.

Resolucidn:
Eliminando radicales:

, — \mi30
(3x8)%g (x¥5)x™8 (32 x "

Reduciendo potencias de igual base:

6+ﬁ+m L
35/9%05x 5 15 30
De acuerdo al enunciado del problema, la ex-
presion es de grado 8, es decir:

4 m m
6+—=—+-—+—=8 = m=12
TETT5 30 m
Si: f(x) = X+:, x # 1, ¢ # —1; hallar el valor
de: f[f(x)].
Resolucion:
X+ C §+i+c
Por dato: f(x) = prame fhd flf(x)] = X_+T~_
x—1

Efectuando operaciones y reduciendo:

] = x(c+1)_
Ifx)] = (o d] =X

Hallar m, p y b para que el polinomio:
P(X) = 5xm—18 q 15Xn*~p*15 +7Xb7p*16

sea completo y ordenado en forma descen-
dente.

Resolucioén:
Como el polinomio esta ordenado en forma
descendente los exponentes van disminuyen-
do desde el primero hasta el tercero. Ademas
es completo, entonces el menor exponente
que es igual a cero (por ser término inde-
pendiente) corresponde al tercero, el anterior
igual a 1y el primero igual 2, asi:
b-p+16=0 (1)
m-p+15=1 ..(2)
m-18=2 =m=20
En(2):20-p+15=1=p =34
En(1):b—-34+16=0=b =18

Si: f(x + 1) = 3x.+ 7, hallar: f(x — 2)
Resolucion:
fx+1)=3x+7
x3; +4 j
Luego: f(x —2)=3(x -2) +4=3x-6+4
S fx=2)=3x -2

Hallar m/n si el polinomio:
P(x; y) = 3x™y"(2x2™ * 1 + 7y®" * 1) es homo-
géneo.
Resolucion:
Efectuando operaciones:
P(X; y) — 6X3rn + 1yn +21x™ y7n +1
ty to
Como es homogéneo, se cumple:
GAty) =GAt) =3m+1+n=m+7n+1
3m-m=7n—n = 2m =6n
m_6 . m_g4

n 2 'n

Hallar la suma de coeficientes del siguiente
polinomio:
a, 313, b2

y =y

)= A el P2 3
P(x;y) = ax® + bx y +bx 5

si es homogéneo.



Resolucion:

Si es homogéneo, se cumple:
GA(ty) = GA(ty) = GA(t:) = GA(ty)

@ =YaF P+ 12=3+ 3=

(@) ®) @)
Haciendo: (o) = (¢)
al =b° =g = pt . (p)

Haciendo: (8) = (v)
Na®?+12=16 = a@ PP =4

a
| alb
ab =4 = 2

=4 /(0
Sustituyendo (p) en (0) se obtiene:

== (242

deaqui:alb=2 =a=2b .. (g)
Reemplazando (¢) en (p)

(2b) = By = 2b=b? = b=2
En(e)a=22)=4

La suma de coeficientes del polinomio es:

a+b+ab+bda=4+2+4/2+4/4
=6+2+4+1=9

a
pab o

Si la expresion:

P

P(X:y'Z)? x+y+z+3 YSZSXAV +3z Xﬁzﬁyaw 3z 4 X3y3z3x¢3y
es homogeénea, hallar su grado absoluto.
Resolucién:

Si es homogénea, los grados absolutos de
cada término deben ser iguales, es decir:

3+3+3y+32 343+43x+3z

X+y+z+3  X+y+z+3

343+ 3x+
_3+3+ X*3y:GA(P)
X+y+z+3

Usando la propiedad de serie de razones

iguales:

3+3+3y+3z+3+3+3x+32+3+3+3x+3y
X+y+z+3+x+y+z+3+x+y+z+3

GA(P)

6(3+Xx+y+2)
= ———— = GA(P)
3(x+y+z+3)

'
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Si:Px =1)=2x+ 1A P[Q(X)] =2x —1
hallar: Q(x + 1)
Resolucion:
Px—=1)y=2x+1
X2 +3

Como P[Q(x)] = 2x — 1,2Q(x) + 3 =2x — 1

: Q(x):ziz‘i - Q) =x~2
S QX+ 1) =(x+1) -2
Qx+1)=x-1

Sif(x) = x*'" + 512x* + 3; hallar: f(—2)

a) 1 b) 2 c)3

d)4 e)5

Si: f(x) = x*° + 243x% + 2x + 6; hallar: f(—3)
a)1 b)0 c)3

d) 4 e)5

Si: P(x3 + 5) = x8 + x* + 7; calcular: P(7)

a) 10 b) 11 c)12

d) 13 e) 14

Si: P(x® + 2) = x' 4 x® + 3; hallar: P(3)

a) 10 b) 21 c)3

d)5 e)512

A partir de: P(3x + 1) = 15x — 4; hallar:
P(2x + 3)

a) 10x + 1
d) 10x — 6

b) 10x + 3
e)10x + 6

c)10x — 5

Si: F(x +4) =2x % 3; hallar: F(3x + 1)

a)2x +1 b) 3x — 1 c)Bx —3
d)6x +2 e)6x + 3
n-2¥3_n+4
Si: (X—)—;—— es de 6.7 grado; hallar: n
(x")
a) 1 b) 2 c)3
d)4 e)b
(x™ L2V omy3
Si —Xi—)— es de 4.7 grado; hallar: m

(x3F
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10.

11.

12,

14.

a)1
d) 4

b) 2
e)5

»C) 3

El grado de M(x)N(x) es 10 y el grado de
M(x)N*(x) es 16. Calcular el grado de:

M3(x) — N3(x)
a)7

d) 21

b) 5
e)12

c)6

El grado de M(x)N(x) es 7 y.el grado de
M(x) = N(x) es 3. Calcular el grado de: M(x) — N(x)
a)1 b) 2 c)3

d) 5 e)7

Si se cumple: 6x° — 10x(a — x) = bx? + 10x,
calcular:a + b

a) 10 b) 12
d) 15 e)17 -

c) 13

Sise cumple: X2 — 2x(a — x) = bx? + 8x, calcu-
larra—b

a) -3 b) —4
d) -7 e) —1

€)—5

Hallar m — n + p, si se sabe que el polinomio:
P(x) =x" 104 xM 15 4 xP-N*+6 o5 com-
pleto y ordenado en forma descendente.

a) 2 b) 4 c)6

d)8 e) 10

Hallar a + b + ¢, si se sabe que el polinomio:
PX)=x""8+x2"? 31 x*~1 es completoy
ordenado en forma descendente.

a) 1 b) 2
d)5 e)7

c)3

Hallarm +n —p, en:
Mm-n-2x+mM+n-5x+(p-1)=0

16.

1.1

18.

19.

20.

a)1 b) 2
d) 4 e)5

Hallar: (m? — n?), en:
(M+n-=3x%+(mM-n-2xy*=0

a)2 b) 4 )6
d)8 e) 10

Si el polinomio:

P y; 2) = x® +x7 Yo7 + x20z12

es homogeéneo, calcular: (a — b)?

a) 1 b) 3 c)9
d) 16 e) 25

Sabiendo que el polinomio:
P(x) = (ax + b)(x — 1) + c(x? + x + 1) es idén-
tico a: Q(x) = 2x*> + 5x — 1, calcular:a + b — ¢

a) 1 b) —1 c)0
d)2 e)3

Calcular: m +n + p, si:
P(X; y) — 5Xm r2yn + Xm + 1y2 + XZqu 4 Xq = 1y5
es homogéneo de grado 7.

a)5 b) 7
d) 15 e) 18

c)8

Si:P(x+3)=5x+7
P[Q(x) — 3] = 15x + 2, calcular: P[Q(1)]

a)32 b) 35 c) 37

d) 81 e) 120
umx 1.¢ 5e 9b 13c 17.¢c
S| 2b 6.c 10d 14.d 18 a
4] 3d 74 11d 154 19.b
Ol 4d 8b 12d 16.c 20 a




PRODUCTOS NOTABLES

POLINOMIO PRODUCTO
A partir de la multiplicacion algebraica A(x)B(x) de-
finimos el producto como el resultado de la mul-
tiplicacion algebraica, es decir, siendo A(x) y B(x)
expresiones algebraicas obtendremos:

C(x) donde: A(x)B(x) = C(x)
Si A(x) y B(x) son polinomios C(x) se denominara
polinomio producto cumpliéndose que:

G[C(x)] = G[A(X)] + G[B(x)]
Para el calculo del producto usaremos la ley con-
mutativa y distributiva de los reales:

ab =ba;alb +c)=ab + ac

Ejemplo:
Multiplicar:
«A(XY) =2X%y + 3y; B(x; y) = 5x + 2x%y?
Obtendremos:
e
Ax: y)B(x; y) = (2x°y + 3y)(5x + 2x'y?)
w
=10x%y + 4x%° + 15xy + 6x%y°
© P =0F-x+1:Qx) =x>+4
Obtendremos:
P(X)Q(x) = (x — x + 1)(x° + 4)

PX)Q(x) = x> +4x% — x* —4x + x> + 4

Teorema

Si el grado de P(x) es « con (« > 1), el grado de
P"(x) serdnaconne N, n > 1

Prueba:
Porserne INyn > 1, P"(x) esta definida como el
producto P"(x) = P(x)P(x)P(x) ... P(x)
\——_Y—J
n veces

luego el grado de P(x) sera la suma de los grados
de los polinomios iguales a P(x), es decir:

GP"(x) = G[P(x)] + G[P(x)] + G[P(x)] + ... + G[P(x)]

L J
o

n veces

= GIP"(x)] = n G[P(x)]

Ejemplo:

Siendo P(x) = (x* + 2)* Q(x) = (x* = 1))y R(x) = (X’ — 2)?
hallar el grado de P(x)Q(x) + Q(x)R(x)

Resolucion:

Recordemos que el grado de la suma estara dado
por el grado del mayor sumando, entonces halle-
mos:

. Grado de P(x)Q(x

)
G[P(x)] + GlQ(x)] =2 x 3 +4 x5 =26

»  Grado de Q(x)R(x)
=G[QX)] + G[RXX)] = 4x5+7%x2=34

Luego el grado de la suma indicada sera 34.

PRODUCTO NOTABLE

Es el producto que al adoptar cierta forma particu-
lar, evita que se efectue la operacion de multipli-
cacion escribiendo directamente el resultado. Los
principales productos notables son:

e Trinomio cuadrado perfecto. El desarrollo
de un binomio al cuadrado nos da el cuadra-
do del primer término, mas el doble del primer
término por el segundo término, mas el cua-
drado del segundo término.

(@ + b)?> = a2 + 2ab + b?

(a — b)? = a? — 2ab + b?

Consecuencias:
a®+2a+1=(a+1)?
¥ oav—2a+1={a—1pF
« a’+b’=(a+b)?-2ab
« a?+b’=(a—-by+2ab

Identidades de Legendre

(@ +b)? + (a —b)? =2(a? £ b?)
(@ +b)? — (a—b)* =4ab
(@ +b)* - (a —b)* =8ab(a® + b?)

Identidad de Lagrange

(ax + by)? + (ay — bx)? = (a® + b?)(x? + y?)
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Diferencia de cuadrados. El producto de dos
binomios uno que presenta la suma de 2 ex-
presiones y el otro |la diferencia de las mismas
expresiones es el cuadrado de la primera, me-
nos el cuadrado de la segunda.

(@a+b)a—-b)=a?-b?

(am + bn)(am o bn) — aZm _ b2n

Consecuencias:
« x—y={x+{y){x = {y);xeR"; yeR"

« (a—b)a+ b)@?+ b?)a* + bY(a? + b?)...

_ azn»ﬂ B bzn +1
Desarrollo de un trinomio al cuadrado. Al
desarrollar un trinomio al cuadrado se obtiene
la suma de los cuadrados de los tres términos,
mas el doble de la suma de los productos to-
mados de dos en dos (productos binarios).

(a+b+c)Z:a2+b2+cz+2(ab+ac+bﬂ

Consecuencia:
« (ab + ac + bc)? = (ab)? + (ac)? + (bc)? +

2abc(a + b +c)

Multiplicacion de binomios con un término
en comun. Al multiplicar dos binomios con
un término en comin se obtiene: el comun al
cuadrado, mas el producto de la suma de no
comunes por el comun, mas el producto de no
comunes, es decir:

[(x+a)(x+b):x2+(a+b)x+aﬂ

Consecuencias:
« (x+a)x-by=x*+(a—-bx—ab
« (x-a)x—-b)=x*—-(a+b)x+ab

« (xM+a)x"+b)=x""+(a+bx"+ab

Desarrolio de un binomio al cubo. Al de-
sarrollar un binomio al cubo se obtiene: el
cubo del primer término, mas el producto
del triple del primero al cuadrado por el se-
gundo, mas el producto del triple del primero

por el segundo al cuadrado, més el cubo del
segundo término.

(a +b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b°

(a — b)® = a® — 3a%b + 3ab? - b°

Consecuencias:

- (@a+bP=2a° b3 + 3ab(a + b)
« (@a-bP=ad 3ab(a —b)
« (@+bP+(a- b)3 2 4+ 3b?)
« (@+bP-(a-byP= 2b(3a +b?)

Suma y diferencia de cubos

(a — b)@® +ab + b?% = a’ + b®

(a —b)@* +ab +b?) =a° - b’

PROPIEDADES AUXILIARES

Desarrollo de un trinomio al cubo
(@a+b+cP=a+b+c*+
3(a+ b)(b +c)(c + a)

(@a+b+cP=a+b*+c%+

3(a + b + c)(ab + bc + ca) — 3abc
Producto de mulitiplicar binomios con un
término comun
(x+a)x+b)x+c)=x>+(a+b+c)x?+

(ab + bc + ca)x + abc
b)(x —c)=x>—(a+b +c)x? +

(ab + bc + ca)x + abc

(x —a)(x =

Identidad trindmica (Argan’d)b
C+x+ D —x+1)=x*+x2+1
(X% +xy + Y% = xy +y3) = x* +x3? +y*
En general:

2m m,,n 2ny/y,2m _ mn 2ny _
(™ + xTy" + y)(x xy+y )=

m o X2my2n + y

Identidades adicionales (identidad de Gauss)
. a®+b*+c®-3abc=
(a+b +c)a?+b?+c?—ab-bc—ca)



« (a+b)b+c)c+a)+abc=

(@ +b +c)ab + bc + ca)
o X H4=0F+2x+2)(*—2x +2)
Igualdades condicionales
Sia+b+c=0
Se verifican:
+ a’+b?+c?=—-2(ab+bc +ac)
+  (ab + bc + ca)? = (ab)? + (bc)? + (ca)?
« a®+b’+c®=3abc
o (@ +b2+cPP=2@"+b*+ch
2

. (a +b2+c a+b3+c3)=35+b5+c5
3 5

e (az+b2+c (a +b5+c5)=a7+b7+c7
5 7

' EJERCICIOS RESUELTOS'

Hallar el equivalente de la expresion:
1T+ x(x + 1)(x +2)(x + 3)
Resolucién:

Efectuando los productos convenientemente:
1T+x(x+1)(x+2)(x+3)
e

1+ (% + 3x)(x2 + 3x + 2)

Realizando el cambio de variable:

x2 +3x =k

Luego: 1 + k(k +2) =1 + k? + 2k = (k + 1)
Reemplazando en: (k + 1)

(X2 +3x + 1)

Reducir: (x +y +2)° + 2(x> + y° + 2%) —
3x +y +2)(x%+y*+ 7%
Resclucion:

Desarrollando por productos notables y sim-
plificando términos semejantes:

3x% + 3y° + 32° + 3x%y + 3xz%+ 3y?x + 3y%z +
3z%x + 3z% + 6xyz — 3x° — 3y° — 32° — 3xy?’—
3xz? — 3yx? — 3yz? — 3zx? — 3zy? = 6xyz

9

Sabiendo que % + X? =7, hallar el valor de
X

9
- 4

la expresion: 4/3 R

v x° a
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Resolucion:
Haciendo el cambio de variable:

:—:—::k+l
x? a k k
+

Ademas: k + 1/k +2 =7

=><J?+—J%>2:9=JE+%k:3 w (1)

=7

2

Se pide: E = Yk + 4]%
Elevando al cuadrado: E? = (J? + % + 2\

Perode (1):E>’=(3+2) = E= {5

Evaluar la siguiente expresion:
(x — 3y)? —4y(2y — x) + 8

Si sabemos que: (x —y) =8
Resolucion:

Llamando E a la expresién dada y efectuando
operaciones:

E =x%—6xy +9y? — 8y? + 4xy + 8
E=x®-2xy +y* +8
E=(x—-Yy)?+8

Pero por condicion: (x —y) =8
Reemplazando: E = 8% + 8 = 72

Hallar el valor que asume la expresion:
_x2+y2+x+2y 2y

Xy 2x X + 3y
si: i - 1.4
X Y X+y
Resolucion:

Hallando la relacion entre x e y de la condicién
del problema, se tiene:

1.1 4 (y+x) 4
-+ == = =

Xy X4y Xy (x+y)
(x+y)2:4xy :(x+y)2—4xy:0
X —2xy +y?=0=(x -y’ =0

Finalmente: x —y =0 = x =y
Reemplazando en la expresién cuyo valor se
pide, se tiene:

_ X2+ X% X+ 2X 2x
X(X) 2x X+ 3x
3,1
U=2+=+-=4
272
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Simplificar la expresion:

2:

sabiendo que: y* -z =R
Resolucién:
Trabajando con el radicando:

2v2Z?
gx°

—2v?y?

+ 1; simplificando:

X

2
,EZ/&:B
y2 Y

Efectuar:

X+ DX+ 2) = (x+ 3%+ (x — 372 —
(x —4)(x - 95)

a)-14 b) —16 c) -18

d) —20 e) —22

Reducir:

(X + 32 = (x + 2% + (x + 4)? — (x + 5)?

a) —4 b) -3 c) -2

d) —1 e)0

Efectuar:

4%% — (2x + 1)2 — 4(x + 1)? + (2x + 3)?

a)1 b) 2 c)3

d)4 e)5

Reducir: X% — (3x + 1)(3x + 2) + 2(2x + 1)?

a) —2x b) —x c)0
d) x e) 2x
Efectuar:

(X + 1) = 2)(x + 3)(x —4) — (X2 —x — 7)?

gx?

2 Z_2

E= AZ—2+1: /y 2z;como:y2sz=R2 §
y y :

10.

1.

12.

13:

a) —25 b) — 1 c) 49

d) 25 e)1

Reducir:

(X% + 8x + 11 — (x + 1)(x + 3)(X + 5)(x + 7)
a)2 b) 4 c)8

d) 16 e) 20

‘Reducir: (a + b +5¢)? + (a + b + 4c)? —

2(a+b+c)a+b + 8c)

b) 4c? c) 9¢?
e) 16¢2

a)c?
d) 25¢2

Efectuar: (@ +3b + ¢)> + (a + 2b + ¢)? —
2(a+b+c)a+4b+c)

b) 5b? c) 5¢2

e) 4a?

a) 5a°
d) 3a?
Si:a + b + ¢ = 0; reducir:
(Qa+b+cP+(@a+2b+c)P+(a+b+20)°
a) -3 b) 3abc c) —3abc
d) 3 e)0

Si: a + 2b + 3c = 0; reducir:

(a+2b)2+(a+3c‘)z+(2b+30)2

c b a
a)6 b) 8 c) 10
d)12 e)14
ST W S
X .y X+Yy
2 452
calcular: R = wilhih + X+ A
Xy 2%
a)1 b) 2 c)3
d)4 e)5
Si: (x + y)? = 4xy
2 2
3
calcular: P = x_i+x+ y
X 2%
a) 1 b) 2 c)3
d) 4 e)5
Simplificar:
313 3,13
(a+b)@-b’)+(a-b)a’+b’)
Ri= 4 4
2a”—2b



14.

15.

16.

17.

18.

19.

a)0 b) 1 6) 2
d)3 e)4
2 2
+y)—(x—
Simpilfesr: 2T~ R -y
Xy
a) 1 b) 2 c)3
d) 4 e)5
Si_x+y+xy_x+y+4
’ Xy ToX+y
b - 1 1
calcular: P = xy(—2 + —2)
\ X"y
a)1 b) 2 c)3
d)4 e)5
B Bt
y X
p 331 1
calcular: R = x%y (—6+——6)
X0y
a) 1 b) 2 c)3
d)4 e)5

Sia=42+1Ab=42-1

calcdlar: P = a® + b? + 3ab

a)2 b) 3 )5
d)7 e)9
Siix—1="%2 » y+1=35
calcular: R =x3 + 3xy + 3xy2 +y*

.a)2 b) 4 c)8

d) 16 e) 32

Six+y+z=0

X+ B
y+ y L_X )
z X+zZ y+z

hallar: P =

a)1 b) 3 )6
d)9 e) 12
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20. Sia+b+c=0
calcular: P =(a + b)(a +c)(b +c) +abc + 5
a)1 b) 2 c)3
d)4 e)5
21. Calcular:
P=(1-x)(1+x+x)1+x)(1-x+x)+
o+ 1)
a)1 b) 2 c)3
d) 4 e)5
22. Calcular: P = "§/(3)(5)(17)(257) + 1
a) 1 b) 2 ¢)3
d)4 e)5
23. Sia+b+c=0
(3a+b)+(3b+c)P+(3c+a)
calcular: R = -
(3a+Db)(3b+c)(3c+a)
a) 1 b) 2 c)3
d) 4 e)5
24, Siia+b+c=0
3,13, A3
calcular: P = B +0° 46
(a+b)a+c)b+c)
a) —1 b) -2 c) -3
d) -5 e)3
25 Siix*—y*=6 A -y*=3
hallar: R = (x + y)* + (x — y)?
a) 1 b) 2 ¢)'3
d) 4 e)5
mn 1. ¢ 6.d 1.d 16.b 21. b
g 2. a 7.d 12.d 17.e 22. b
g| 3d 8. b 13.b 18.d 23 ¢
-~ ) 9.b 14.d 19.d 24 ¢
Ol 5a 10e 15b 20 e 25 d




DIVISION DE POLINOMIOS

IDENTIDAD FUNDAMENTAL DE LA DIVISION

Sean D(x), d(x) dos polinomios no constantes. Al
efectuar D(x) = d(x) se obtienen dos Unicos polino-
mios q(x) y R(x) tales que:

[D(X) = d(x) a(x) + Rx)| . (1)

Donde:

D(x): polinomio dividendo

d(x) : polinomio divisor

q(x) : polinomio cociente

R(x): polinomio residuo o resto.

Ademas:
. R(x) =0 = G[R] < G[d]

0 Sien (I): R(x) = 0 se dice que la division es
exacta, luego se tendria:

D(x) =d(¥) q(x)| v |——==a(x)

»  Sien (I): R(x) = 0 se dice que la division es
inexacta, de aqui:

D(x) = d(x) q(x) + R(x)

D(x) _ R(x)
FTC AT
Ejemplo:

De la siguiente identidad:

X +2=x—-NEF+x+1)+3
Se podria afirmar:

D(x) =x%+2 }

il GID] > G[d]

e
3 1

G[R] < G[d]

q(x):x2+x+1}
—
0 1

R(x) =3

Teoremas
*  Glq] = G[D] - G[d]
* GlRlye = Gld] ~ 1

Ejemplo:
En la siguiente division:-

2x3—x+6x°-3 | GD] =8
5x* + X + 6 Gld] = 4

Luego, G[g] =8 -4 =4
GRlmsx=4-1=3

Criterio general para dividir. Los polinomios divi-
dendo y divisor deberan de encontrarse completos
(caso contrario se representara con ceros a los
términos que faltan y por lo general ordenarlos en
forma descendente.

Ejemplo:

El polinomio: P(x) = 3x — 5x> + x® — 8 es equiva-
lente a: P(x) = x® + 0x® + 0x* — 5x° + 0x? + 3x — 8
y diremos que presenta a todos sus términos

METODOS PARA DIVIDIR

Método de Horner. Es el méas general y se utiliza
para dividir polinomios de cualquier grado.

Esquema

@f:\coeficientes dell D(x)

o] + +
: -
e : \ I I I+
del :
d(x) % <—linea divisoria

I

I

|

: I

f ; [
I

I

|

I

coefic. del q(x) | coeficientes del R(x)
Ubicar la linea divisoria contando en el esquema,
de derecha a izquierda tantas columnas como el
grado del divisor.

Ejemplo:
4 3 5
Dividir: 4X" + 9x° + 6x7 — 1
X+ 2x3 -1
Resolucién:

Preparando los polinomios:
D(x) = 6x> + 4x* + 9x® + 0x? + Ox — 1

dx)=2x3+ 0x% + x — 1
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Aplicando Horner: : Resolucion:

. : + + + 1+
= i + |+ + L R P ey o | re=sey
2[5 71 el G T x—1=0{3 [2} i-7f -1, {8
> o joiistiaii i i x=wu3| | i1d i i2ii i
- TTLOE 2 b2 x|3 3 -6 -3 1| 4
vovab b 2 8 8 8 ==

1 4 6105 1230 1 3] : ‘ v /

AR R ) ; oo

x 13 2 31 4 =1 2 Coef. del q(x)
| ‘

Como G[qg] =4 — 1 = 3, se tiene:

L f. del R
soelidelats)  cesfdel RO gx) =1+ 1 —2x—1=x3+ % - 2x - 1

Como D(x) y d(x) presentan todos sus términos y : Resto=d4
estan ordenados en forma descendente, entonces o X3 _2x—3
q(x) y R(x) también deben presentar todos sus tér- 2: Dhvidin x— 2
minos y estan ordenados descendentemente. ; Resolucién:
Ademas como: I
Glg] =5 -3 =2y G[R]ns =3 — 1 =2, setiene: : x—2=0|1 {0}i-2iti 3]
q{x) = 3x* + 2x + 3 : x=2| 4 24: 4?
RX)=1E - 1x+2=x2 —x +2 1.2 214 "
TR T

Regla de Ruffini. Es un caso particular del método P

. - . 1 2 2
de Horner y se usara cuando el divisor es de primer :
grado o transformable a un polinomio lineal. Coef. del q(x)

Como:G[q] =3 -1=2
Esquema de cocientes : Tenemos: q(x) = X° + 2x + 2
Suponiendo que el divisor tiene la forma: : Resto =1
ax +b;a#0 :
TEOREMA DEL RESTO

w | :
coeficientes del D(x), . Finalidad. Obtener el resto de ciertas divisiones
| © sin necesidad de efectuar la division.
_ b l+ l+ l+ |
=
a |

x_| coeficientes del q(x): Resto

Enunciado. Sea P(x) un polinomio no constante.
El resto de dividir P(x) entre (x — m) viene dado
por P(m). '

P(x)

En el esquema de Ruffini el resto obtenido siempre Es decir: < R=P(m)| R:resto

es una constante. x-m
Ejemplos: Ejemplos:
4 5.2 3 :
1. Dividir; SX_ =X +2x" —x+5 L PW L ropp - xQ—f% R=Q(-6)

3x—1 x—3
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REGLA PRACTICA

. El divisor se iguala a cero (x — m = 0).

»  Sedespeja la variable (x = m).

» Se reemplaza en el dividendo obteniendose el
resto R = P(m).

Ejemplo:
5
Halle el resto en; 2 +X—60
X—2
Resolucion:
Haciendo uso de la regla practica:
° X—2=0 .

- R=2(2°+2-60=R=6

=2

Corolario. Sea P(x) un polinomio no constante. El
resto de dividir P(x) entre (ax + b), donde a # 0,
viene dado por (— b/a), es decir:

P(x) o R- P(——%)

ax +b
Ejemplo:
2 .
Halle el resto de dividir: 229X+ 7
C2x -1
Resolucion:
Siguiendo con la regla practica, antes mencionada.
+ 2x—-1=0 . x=12
1\2 1
« R=2(z) +5(=
(2) * (2) o
1.5
R==+=>+7=R=10
2" 2

COCIENTES NOTABLES (CN)

Se denomina cocientes notables, a ciertos cocien-
tes de tal forma que sin efectuar la division, se pue-
de escribir su desarrollo. Se caracterizan por ser
cocientes exactos.

Forma general de los cocientes notables. Todo
cociente notable se puede presentar de la siguien-
x"+am

te forma general: donde se observa:

1. El dividendo y el divisor tienen cada uno dos
términos.

2. Las bases del dividendo y divisor (x, a), res-
pectivamente, son iguales.

3. Los exponentes en cada uno de los términos
del dividendo son iguales.

4. Hay cuatro formas de cocientes notables, que
se obtienen combinando los signos:
<+ + - =

’ ’ ’

S
Como consecuencia se presentan 4 casos:
Estudio del primer caso: xrat

X+a
Aplicando el teorema del resto, regla practica:
+ x+a=0 .
+ R=(-a)"+a"=0
Hay dos casos:

X==a

Que m sea par, luego:
R=(-a)"+am"=a"+am"=2a"+#0

No es cociente notable, porque el resto es diferen-
te de cero.

Que m sea impar, luego:
R=(-a)"+a"=-a"+a"=0

Si es cociente notable.

. Xm o am

Conclusién: La forma es CN cuando m
es impar.

x"—a"
Estudio del segundo caso: =——

x+a

Célculo del resto:
. X+a=0 ° X=-a

+ R=(-a)"-a"
Para que sea cero, m debe ser nimero par, asi:
R=a"-a"=0

X=a"
Conclusion: La forma es CN cuando m

€s un numero par.

m m

X +a
—a

Estudio del tercer caso:
Calculo del resto:

+ x—a=0 .
« R=@"+a"=2a"#0
Como el resto es diferente de cero, no es CN

x4 g™

Conclusion: La forma no es cociente no-

table para ningun valor de m.



Estudio del cuarto caso: ﬁ:—‘;m
Calculo del resto:
. x—a=0 + X=a
+ R=@"-a"=0

m

m
Conclusién: La forma 2-—28_ es cociente nota-

ble para cualquier valor de m.

Desarrollo del cociente notable. Para desarrollar
el CN se realiza la division por Ruffini, aplicado a
un caso, pero se generaliza para los tres casos de
cocientes notables con las reglas practicas que se
hara al final de la demostracion.

x"+a"
Sea el CN - para m = nuamero impar.

Dividiendo por Ruffini:

1 0 0 0. +a™
—a|d -a +a® -2° —a™
1 -a' +a® 2. +a™ '|o0
El cociente es de grado = m — 1
gx) =x" "1 —xM72g" 4 x™ =352 _ xM-4g% 4
+gm—1
x"+a” m-1_ m-2_1, . m-3,2_ . m-4.3 m-1
xta — X X' fa+x" ja’-x a’+ a

Reglas practicas para escribir del desarrollo de
cualquier cociente notable

1. El primer término del cociente es igual al co-
ciente entre el primer término del dividendo y
el primer término del divisor.

2. El ultimo término del cociente es igual al co-
ciente entre el segundo término del dividendo
y el segundo término del divisor.

3. A partir del segundo término del cociente el
exponente de x comienza a disminuir de 1 en
1 hasta el valor final.

4. También a partir del segundo término del co-
ciente, aparece a con exponente 1y en cada
término posterior su exponente aumenta de 1
en 1hastam — 1.

5. Paralos signos de cada término se debe tener
en cuenta:
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»  Cuando el divisor es de la forma (x + a)
los signos de los términos del cociente son
alternados (+) y (=) comenzando por (+).

+ Cuando el divisor es de la forma (x — a)
los signos de los términos del cociente son
positivos.

El dividendo en ambos casos (a y b) puede
ser (x™ +a™ o (x" —a™

Ejemplos:
x4’
X+ a
6_ 6
9 X —a
X+ a

=x* —x% + x%a® —xa® + a*
=x% —x*a +x%a% - x%a® + xa* — a°

8 _ .8
—a
g X -—a
X.=a

=x" +x8a + x%a? + x*a® + x%a* +
x?a% +xab + a’
X041 a2 (P (%) 21
x? + a* (x2) +(a*)
(@) - () @h’ + @

o en forma inmediata:

- ()@ +

10, 20
X" +a
T 08 xat + x%a® — x23'2 + 516

x? +a’

Determinacion de un término cualquiera de un
cociente notable. En forma general:

m m

=+ — . - = =
X =a = X0 1¥Xm 2a1+x”‘ 382+Xm a” +
x*ta

m-5.4 — — m-1

X a+..+a

Deduccion de la formula, para el término k.
1.%" término: (signo) x™ ~'a' ="

2.° término: (

3.%" término: (signo
4.° término: (

10.° término: (signo) x™ ~ %10~

k.° término: (signo) x™ ~kak !

. Ek = (signo) x™ ~kg* !
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Regla para el signo

1. Cuando el divisor es de la forma (x — a) el
signo de cualquier término es positivo.

2. Cuando el divisor es de la forma (x + a) el
signo de los términos que ocupan un lugar par
son negativos y los que ocupan un lugar impar
son positivos.

Ejemplo:
Hallar el ty5 y t40 en el desarrollo del CN:
150 _ 5100
x> +a?

Resolucioén:

(X3)50 _ (a2)50

Dando la forma de CN: 3 ; de donde:
x*)+(a
1.2 base del divisor: (x°)
2.2 base del divisor: (a?)
m = 50
Para k = 25: tys = + (x3)°0 = #(@3)® 1
75,48

ths = +x7a

Para k = 40: tyg = —(x*)%0 ~40(a?)*0 1
tyy = —x3a™
Condicion necesaria y suficiente para que el

x"+a"

cociente sea notable. Establecidas las

x"ta
n

. R . x"+a
condiciones de divisibilidad el cociente T
+a

sera notable cuando:

x"ta" (xP) +(a%

¥ra® o xPxal
donde: pr=m = r=mlp ..(a)
gr=n = r=nl/q . (B)

Es decir, los cocientes entre m/p y n/q, deben ser
enteros e iguales.

Numero de términos del cociente notable. De

@)y ()

m

-p— = %: numero de términos del cociente notable

EJERCICIOS RESUELTOS

¢ Cuaél es el residuo de la siguiente division?
(3m® —2m* + 3m®* —2m? - m - 1):(m - 2)
Resolucion:

Aplicando el teorema del resto:

d=m-2

D =P(m) = 3m® — 2m* + 3m® - 2m? - m — 1
Haciendod =0,esdecirm—-2=0 =m=2
R=P(2)=3@2)° - 2@2)" +3(2° -2 -2 -1
s Ri=TF

Dado el polinomio: 6x° — 3x? — mx — 6
determinar el valor de m para que sea divisi-
ble por (2x — 3)
Resolucion:
Si una expresion es divisible entre otra, esto
implica que si se efectla la division entre am-
bas el residuo sera nulo.
Aplicando el teorema del resto y una vez ha-
llado este residuo se iguala a cero, por condi-
cion de divisibilidad, y se calcula m.
Para hallar el residuo se hace:
d=0,esdecir2x—-3=0 =x=23/2
3\ 3y 3% /3

R=P(2)=6[2) —3(2) —(2)m -

(3)=8(3) -3(3) -(3)m -5
Pero por condicion de divisibilidad: R = 0
Efectuando e igualando a cero resulta: m = 5

Determinar m -+ n para que el polinomio:

4x* +2x° —mx® +3x +n

sea divisible por xX? — 2x + 1. Hallar: m +n
Resolucion: '

Por condicién de divisibilidad: “Si se dividen
dos expresiones algebraicas divisibles, el re-

siduo debera ser idénticamente nulo”. Efec-
tuando la divisién por Horner:

4 2 -m 3 n
2 8 —4
-10

|
I
-1 20 |
| 2(16 = m) (m — 16)

4 10 (16—m)i(2572m)(m+n—16)
__..——,—J

R=0



Entonces: 25-2m=0 ..(1)
m+n-16=0 ..(2)
De(2: m+n=16

Hallar el residuo de la division de:

2x5 + 7x* — 50x3 — 173x% — 22x + 60

entre x> — 2x — 15

Resolucion:

Efectuando la division por el método de Horner.

112 7 -s0 -173]-22 60
2 4 30
15 22 165|
4 ' 30
-8  -60
2 N 2 4] 0 o0
e —
Residuo
~R=0

Qué valores deberan tomar a y b para que el
polinomio: x° — ax + b sea divisible entre: x* — 4

Resolucion:

Por condicion de divisibilidad: “Si se dividen
dos expresiones algebraicas divisibles, el re-
siduo sera idénticamente nulo” Efectuando la
division por Horner:

111 0 0 0 -a b
0 0 4 l
4 0 o0
|16
[0 0
1.0 4 0 |(16-a)b
\_q,—/
R=0

Entonces: 16 —a=0 = a=16
b=0=b=0

¢ Cual debera ser el valor de m para que el
polinomio: x* + m(a — 1)x? + a’(mx +a — 1)
sea divisible entre x —a + 1?

Resolucion:

Aplicando el teorema del resto para hallar el
residuo en dicha division y por condicion de
divisibilidad, se iguala el residuo a cero.
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D=Px)=x>+m(a—1)x*+a*mx +a— 1)

d=x-a+1

d=0=x-(a—-1)= 7>x~(a—1)

R=P@a-1)=(@-1°>+m@-1)a-1)7?
2[rna—1>-(a~1>]

R=(@-1%+m@-1)°+a%a—1)m+1)
R=(a— 11 +m]+a%a—1[1+m]
R=(a—1)(1+m)2a®—-2a+1)
Pero: R =0
=>m+1=0 m= -1
Simplificar:

1 X X2 )(3 xn eri
E=—t+ S+ 2+ 2+ .+ —_—

a aZ a3 a4 an»1 anv1(a4x)
Resolucion:
Sumando todos menos el tltimo sumando:

2 N

l+L+X—+ X
a a2 a3 anv1
_alralt e pa g a0 ¢ L 1 1
- ant !

Escribiendo el numerador como CN:

an+1_xnr1
2 n e
a—
l+i2+"—3+.._+ ot
a a a an+ aﬂ+
n+1 Xn+1
3 sustituyendo en la expresion
an+(
E:an$17xn'1 Xnv1
at g —x)  al*tla=x)
E_an+17xn+1+xn+1
n+1(a )
n+1
Ei= 61‘ O T L
a"t'(a-x) a-—-x

Hallar el termino independiente del cociente:

(x+a)-a"
X
"Resolucion:
Dando la forma de CN y desarrollando:
x+afl—a"
ﬁ:(wa)”' T+ (x+a)" %+

(x+a) %%+ . 4a""



34

| CoLeccioN EL PosTULANTE

El término independiente del CN es:
PO)=a" "+a" 2a'+a" *a’+ .. +a" '

J

—
n términos
e ULE Y Lt U R L
~ A
n términos
. P(0)=na" "'
Simpilificar:

E= xBt 4 X P+
a4 xf

x84+ x4 x
Resolucién:
Escribiendo el numerador y denominador
como CN:

(52— f0

2.
E :—ZXFOL%; efectuando y simplificando:
= =1

x2 -1

Indique verdadero (V) o falso (F) en las propo-

siciones siguientes:

I. SiR(x)=0; D(x) = d(x)q(x)

Il Glg(x)] = G[D(x)] + G[d(x)]

IIl. Para efectuar la division, se completa y or-
dena en forma creciente al dividendo y al
divisor.

a) VFV
d) VFF

b) VVF
e) FVF

c) FvW

Hallar el cociente de dividir:
12x* — 2x% — 16x% + 8x — 3

2x2+x -3
a)6x? +4x + 3 b) 6x% — 4x + 3
c)6x? + 4x — 3 d) 6x2 —4x — 3

e) 6x% + 4x

2-5x+6x2—7x>+x*
X3 — 5x2 + 4x — 1

respuesta la suma de coeficientes del residuo.

a)4 b) -4 c)—1

d) 1 e)0

Al dividir: dar como

ax* — x> —ax+b

Al efectuar: 5 se obtiene por
2x“+x -1

resto: R(x) = 8x — 4. Calcular: ab™"

a) 1/50 b) 2 c) —1

d)1/2 e)3

Silasiguientedivision: 8x* +16x® + 25x* + Mx + N
1+ 2x + 3x2

tiene residuo: R(x) = 0, sefnalar: M+N=+8

a)2 b) -2 c)3

d) -3 e) d1

x> —4x%+px—p
x2—3x — 2

es una constante, hallar dicho resto aumenta-

do enp.

a) 1 b) —1 c)0

d) -2 e)2

El resto de la division:

Si los coeficientes del cociente de dividir:
ax?+ bx + c + 8x* + 18x°
2x+3
son numeros consecutivos y el residuo es
(-8), sefalar: (a + b +¢)*®
a) 1 b) 2 c)3
d)4 e)6

La siguiente division:
mx® + nx? — x3+ 7x% — 5x — 12

32+ x— 4
es exacta. Calcular: mn
a) 10 b) 15 c) 24
d) 30 e) 42

25x* 4 5x% + bx? + 3(x + 1)

Apartir de la division:
5x2 -~ 3(x + 1)

calcular su cociente evaluado en 1, sabiendo-
que su resto es: 5¢x.
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11.

12:

13.

14.

15.

a)5
d) 8

b) 6
e)9

. Despues de dividir:

Bx* + 11X + 7(x + X = x + 1)
1
X — —
3
sefnalar el coeficiente del término lineal del co-

ciente.

a) 2 b) 3
d)9 e) 12

c)6

Proporcionar el cociente de dividir:
X+ (b-a)x’+(b—a)x+a—ab
X—a

b)x? + bx + b
d)x? +bx +a

a)x’+ax +a
c)x®+ax +b
e)x? +bx + (b —a + ab)

Al dividir:

PX)=x3+ (=2 — {7 )x% + (247 = 15)x + 1547 + k
entre x —{7, se encontré un residuo 3k — 8.
Encontrar k.

a) 1 b) 2
d)4 e)5

c)3

Determinar el valor de a en la division:
25x* + (x +af + 2
2+ 5x
si el valor numérico de su cociente para x = 0
esigual a 2.
a)1 b) 2
d) 3 e) 6

c)4

Determinar el residuo de la division:
px®+29x* + (Br— p)x® + (p — 29)x° + (2 — P)X + p

x—1
si la suma de coeficientes del cociente es 54.
a) 15 b) 16 c) 17
d) 18 e)19

Considerando el siguiente esquema de Horner:

212 1 4 ,b, b
1 1
3

|
I
bs! 1 1

16.

18.

19.

20.
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calcular: by + b, + by + by + bg

a) 10 b) —11
d) —13 e) 14

c) 12

La siguiente division:
AXS+Bx* + Cx® + Dx?+ Ex+ F
X+ 1

se realiza empleando la regla de Ruffini, obte-
niéndose el esquema:

A B C D E |F
-1 1 3 5 7
]m n p q r |O

hallar la suma de coeficientes del dividendo.

a) -25 b) 50 )0
d) 25 e) ~50

. Si al efectuar la division:

(6x* + AX® — 14x% + Bx — 5) : (=5 + x + 2x9)
se obtuvo como residuo al polinomio (3x + 5),

caleular: YA+ B -1

a)1 b) 2
d) 4 e)0

c)3

Hallar el residuo de dividir:
amx® + (an + bm)x? + (ap + bn)x + bp
ax+b
b) —1
e)0

a)1
d) 2bn

c) bn

2x5 + 7x* — 3x3 + 5x + 1
X2+ 3x2 —4x + 1

se obtiene un residuo de primer grado. Pro-

porcionar dicho residuo.

a)14x + 3
c)7(2x + 1)
e)7(2x + 3) — 20

Alefectuarladivision:

b) 14x — 3
d) 7(2x — 1)

Si: 15x* + 7x® + AX? + Bx + C se divide en-
tre 5x2 — x + 3, se obtiene un cociente cuyos
coeficientes van disminuyeiido de 1 en 1 a
partir del principal y un resto 2x + 5. Calcular:

¥-A-B-cC
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21.

22.

23.

24.

25.

26.
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3 2
Luego de dividir: X —19x"+ 19x — 16

3x -2
hallar la suma del cociente con el residuo.
a)2x? +5x +7 b)2x? —5x + 7
c)2x% 4+ 5x — 7 dy2x? —5x -7

e) 2x% + 5x

Obtener la suma de coeficientes del cociente
disminuida con el resto de la division:

2(x+ 1P =3x%—x+3

2x + 1
a)b5 b) 4 c)3
d)2 e)1
Calcular (m + 2n), si el resto de:
42
oMt ek s (NN
2x2+x—3
a) 1 b) 2 ¢)3
d)4 e)5

6x>—13x"—3x -3
2x—5

es de la forma mx? + nx + p, calcular:

m" P+ (n+p)"

a)8

d) 17

Si el cociente de dividir:

b) 12
e) 57

c) 14

Si el residuo de la division:
232+ 33+ 4x* + xd+ax + b
X% — X — 1

es R(x) = 26x + 17, hallar la alternativa correcta.

b)a+b=0 c)ab=0
e)a+b+1=0

a)a=b
da+b=1
Calcular ay b, si al efectuar la siguiente division:
ax®+ bx* + 2x3 —x®? — 11x + 6
324 x-2
idénticamente nulo.
a)12y -2 b)10y 2
d)8y—-12 e)6y—6

el residuo es

c)—-10y8

27.

28.

29.

30.

Cual es el valor de m para que la division:
xX+m(@—1)x2+a(mx+a—1)

VR posea resi-
duo idénticamente nulo.
a)1 b)a c) —a
d)a +1 e) -1

Si la division indicada:
(2% - b?)x% + (2ab — 2b%)x? + 4abx + 2b% — ab
(a+b)x+b—-a

es exacta, hallar: (a® + b?)(ab) '

a)0 b) 1 c) —1
d) 0,5 e) 0,5
El esquema:
2 a3 -5 2 a;|a
az -6 a; as 3 =212
lae a; dg Qg aml ayq

corresponde a la division de dos polinomios
por la regla de Ruffini. Obtener: ag + a4 + ag

a)8 b) 11
d)0 e)3

c) 5

Al efectuar la division:
ax®+bx*+(c—a)x’+(@—-b)x*+(b—a)x+a
x—1
el resto que se obtiene es 9. Sefialar la suma

de coeficientes del cociente.

a) 15 b) 21 c) 27
d) 36 e) 45
1.d 7.d 13 e 19.a 25 a
3 2b 8d 14.d 20 a 26 a
S| 3b 9.d 15b 21.d 27.e
4l 4b 10.b 16 e 22.e 280
Ol 5¢ Me 17.b 23.c¢ 200
6d 12.d 18 e 24.d 30 c




FACTORIZACION

FACTOR ALGEBRAICO

Se dice que N(x) es un factor algebraico de P(x)
de grado n > 1; si existe un polinomio M(x) tal que
P(x) = N(x)M(x), es decir, N(x) es un factor de P(x)
si la division de P(x) entre N(x) es exacta.

Ejemplos:

. P(x) = (x + 1)(x + 3)
Sus factores algebraicos son: x + 1; x + 3;
(x + 1)(x + 3)

« Q) =(x+3)(x +4)x +6)
Sus factores son: x + 3; x +4; x + 6;
(X +3)(x +4), (x +3)(x +6); (x +4)x +6);
(X + 3)(x +4)(x + 6)

Teorema
Dado el polinomio ménico: P(x) = (x + a)“(x + b)"
El nimero de factores algebraicos es: (o. + 1)(3 + 1)

1
i
i No se considerara como factor a la unidad o
: )
\cualquier constante.

Polinomio reductible. Un polinomio P de grado
n =1 es reductible en un campo numérico si el po-
linomio se puede descomponer sobre este campo
en la multiplicacién de dos polinomios de grado
menores que n.

Ejemplo:
P(x)=x*-3
P(x) es reductible en IR, es decir:

P(x) = (x + 13)(x — {3)

Polinomio irreductible. Un polinomio de grado n
(n = 1) es irreductible sobre un campo si en cual-
quiera de sus descomposiciones uno de ellos es
de grado cero y el otro de grado n.

Ejemplos:

* P(x)=3x+12
Se transforma en P(x) = 3(x + 4)
. P(x)es primoen @y R

N(x) = x? + n; (n >0)
N(x) es primoen @y R

- R(X)=x%+p,p< 0;pno es cuadrado perfecto
Entonces R(x) es primo en ®

Propiedades de los polinomios irreductibles en
un campo numeérico
Todo polinomio de primer grado es irreductible.
. Si el polinomio P es irreductible lo es también
cualquier polinomio cP donde c es un elemen-
to de dicho campo (¢ # 0).

FACTORIZACION

Factorizar un polinomio de grado n (n # 2) reducti-
ble sobre un campo numerico, es un procedimien-
to que consiste en transformar dicho polinomio,
en una multiplicacion indicada de factores primos
sobre un campo numerico.

Ejemplo:
Factorice P(x) = x* — 1en ®

Resolucion:

Aplicando diferencia de cuadrados:
P(x) = (x* + )2 - 1)

= Px) =2+ 1)(x +1)x - 1)

CRITERIOS PARA FACTORIZAR

Criterio del factor comun. Consiste en buscar
factores comunes a todos los terminos de un po-
linomio para luego extraerlos.

Ejemplos:
Factorice:
P(x; y) = 4x%y + 5xy? + xy = x(4xy + 5y +y)
P(x; y) = xy(4x + 5y + 1)
Luego el polinomio presenta 3 factores pri-
mos: X; y; 4x + 5y + 1

. Factorice:
QX Y)=x+3)y +(x+3)x+(x+3)
Qx;y)=(x+3)y +x+ 1)
LLuego, el polinomio presenta dos factores pri-
mos: (X +3), (y +x + 1)
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Agrupaciones. Consiste en agrupar términos con-
venientemente tratando que aparezca algun factor
comun.

Ejemplos:
. Factorice:
PX;y;z) =X2+xy +zx +zy + X +y
Py z) =x(x +y) +z(x +y) + (x +y)
Pix;y;z) = (X +y)x +z+1]
Luego, el polinomio presenta dos factores pri-
mos: (X +y); [x +z + 1]
. Factorice:
P(a; b; c) =a? + ab + ac + a° + a%b + a’c
P(a;b;c)=a(@+b+c)+a%a+b+c)
P(a;b;c) = (a+b +c)a +a?
P(a;b;c)=(a+b +c)a(1 +a)
Luego, el polinomio presenta tres factores pri-
mos: (a +b +¢); a; (1 +a)

Identidades. Por identidades algebraicas.

Ejemplos:
C Factorice:
P(a;b;c)=a? + b? + c®+a+2ab + b + 2ac +

c + 2bc

P(a; b; c) = (a® + b? + ¢ + 2ab + 2bc + 2ac) +

(@+b+c)
Pa;b;c)=(@a+b+cP+@+b+c).1
P@b;c)=(@a+b+c)a+b+c+1)

Luego, el polinomio presenta dos factores pri-
mos: (a+b+c)(@a+b+c+1)

Factorizar:

P(x; y) =x* +2><y +yt = (0 +y)(1 +yP)
P(X'y)-( Y2 = 0 +yA)(1 +v)

PO Y) = 0¢ + YD +y2 =1 -y

P(x; > (x* 2>2[x2 -1

P(x; y) = (¢ + y)(x + 1)(x — 1)
Luego, el polmomso presenta tres factores pri-
mos: (x* + y2); (x + 1); (x — 1)

Aspa simple. Forma general de polinomio a fac-
torizar.

P(x; y) = Ax?" + Bx"y"™ + Cy*"
P(x) =Ax?" + Bx" + C

Donde: m; n e IN

Procedimiento: se descompone los extremos tra-
tando de buscar el término central.

Px; :Ax2n+anm+c2m

y
ax" cy™ = aycyx"y™
ax" Cy” = a cxy™

Bx"y™ (término central)
= (@01 + arC)x"y™
= (ax" + cryM)(@x" + cpy™)

Donde: Bx"y™
Luego: P(x;y)

\

- Px)=ax’+bx+cia#0/ra bce@es
factorizable en @ < b? — 4ac es un cuadra-
do perfecto.

« PXx)=ax*+bx+ca#0na b ceRes
factorizable en R < b? — 4ac >0

E Ejemplos:

e P(X)=x%+5x+1
E Analizando el discriminante se tiene:

P A=52—4(1)(1)=0

i -. P(x) es factorizable en IR; pero primo en ®
P P(x) =232+ 3x + 1

i Analizando el discriminante

A=32-42)1)=A =1
Ejemplos:
. Factorizar:

P(x; y) = 3x% + 20xy + 12y?

3x 2y — 2xy
X +6y — 18xy (+)
20xy

Luego: P(x; y) = (3x + 2y)(x + 6y), el polino-
mio presenta dos factores primos.

* Factorice:
P(x) = 14x% — 3x — 11

14x "= 1x
x 1= —14x}(+>
—3x

Luego:
P(x) = (14x + 11)(x — 1)
El polinomio presenta dos factores primos.

Aspa doble. Forma general del polinomio a fac-
torizar.



P(x; y) = AX®" + Bx"y™ + Cy?™ + Dx" + Ey™ + F
t1 t2 t3 t4 ’[5 te

Donde: m; ne IN

Procedimiento:

Se aplica dos veces aspa simple en los siguientes
términos: ty, tp, t3 A 13, ts, g

Finalmente solo para comprobar se aplica otra
aspa simple con: ty, iy, tg

P(x; y) = AX®" + Bxy™ + Cy?™ + DX" + Ey™ + F

Luego: P(x;y) = (a1X" + ciy™ + f;) (axX" +coy™ + f)
Ejemplo:
Factorizar:

P(x;y) = 15x% + 11xy + 2y? + 16X + 6y + 4
A

Luego: P(x; y) = (Bx + 2y + 2)(3x + y + 2)
el polinomio presenta dos factores primos.

Aspa doble especial. Forma general del polino-
mio a factorizar.

P(x) = Ax*" + Bx*" + Cx*" + Dx" + E

Donde:ne N

Procedimiento: Se descompone los extremos
tratando de buscar un aproximado al término
central:

P(x) = Ax*" + Bx® + Cx*" + Dx" +

Balance:

Tenemos: (ase, + aye)x>"
Falta: (C — ase, — ae)x*" = = (fx")(Fx")
Luego:

P(x) = (@@ + £,x" + e4)(ax®" + fx" + &,)

Alcesra | 39

Ejemplo:
Factorice:
Px) =x* +3x> + 7% + 7x + 6

Balance:
Tenemos: 5x?

Falta: 7x* — 5x* = @

P(x) = (X2 + 2X + 3)(x* + X + 2)
El polinomio presenta dos factores cuadraticos pri-
mos (X2 + 2x + 3); (X% + X + 2).

Divisores binomicos. Se aplica para factorizar
polinomios que admiten por lo menos un factor li-
neal.

Raiz de un polinomio. Sea P(x) un polinomio de
gradon=>1.

|2 es raizde P(x) = P(a)=0]

Es decir, raiz es el valor que anula al polinomio.

Ejemplo:
Px)=x+7x—8
x=1=P(1)=0 = 1esraizde P(x)

Posibles raices racionales (PRR)
Sea: P(x) = apx" + a;x" '
Donde: ag; a, # 0

+...+a,_x+a,

[Divisores de|a,|
PRR=ad— - 11
1D|V|sores de|a|

Ejemplo:
P(x) =2x% + 5x% —4x — 3

PRR = +{ Divisores de 3}
"~ | Divisores de 2

Luego el polinomio P(x) posiblemente se anule
para algunos de estos valores.
Si:x=1=P(1)=0

= 1 es una raiz racional de P(x)
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TEOREMA DEL FACTOR
Sea P(x) un polinomio tal que grado de P(x) =1

lP(a) =0 < (x —a)es un factor de P(x)|

Ejemplo:

P(x) = x>+ 2x* —4x — 8
Six=2 =P(2)=0

= (x — 2) es un factor de P(x)

Luego el polinomio se puede expresar de la forma:
P(x) = (x = 2)Q(x)

Procedimiento para factorizar
Sea P(x) el polinomio a factorizar primero busca-
mos una raiz racional (sea a dicha raiz).

Luego P(a) = 0 y por el teorema del factor (x — a)
es un factor de P(x) entonces el polinomio se pue-
de expresar de la forma: P(x) = (x — a) q(x)

Donde q(x) es el cociente de la siguiente division:

P&
X —

5 en donde para hallarla se aplica Ruffini.

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Factorizar P(x) = x* — 2> —2x -3
Resolucion:
Buscamos las posibles raices racionales.

PRR-+{113} =+1,£3

De aqui 3 es una raiz racional porque P(3) = 0
y por teorema (x — 3) es un factor de P(x),
luego: P(x) = (x — 3)Q(x). Hallando Q(x) por

Ruffini, en la siguiente division: P(Xg
1 =2 =2 |=3
3 3 8 3
| 11 1 | 0
—_—

coef. de q(x)
= PX)=(x =3 +x+1)
AP = (X =3 x4 1)
Luego el polinomio tiene 2 factores primos.
2, Descomponer en factores

X%y + x2y? — xPyz + yz° — xyz? + x2° -
y22? - x*z

Resolucion:

E = x% — x%2 + x3? — XPyz — y?2% + y2° -
xyz? + xz°

E=x¥y —2)+xy(y - 2) - yZ2(y - 2) -
xzZ2(y - z)

=(y —2)[ + x?y — yz? — xz%]

z)[
=(y — 2)DE(x + Y) -2 (x +v)]
(y —Z)(x + y)x* — Z°)

= Z)(x +y)(x + z)(x — 2)

Buscar el equivalente de la expresion:
b? + ¢ — a? — d? + 2ad + 2bc
Resolucién:

(b% + 2bc + ¢?) — (a% — 2ad + d?)

(b + ¢ — (a — d)?

Por diferencia de cuadrados:
~(b+c+a-d)b+c—a+d)

Hallar uno de los factores de: x® — x? — 8x — 16

Resolucién:
Agrupando convenientemente:
E =x% — (x* + 8x + 16)
Planteando la diferencia de cuadrados:
E = (x%?% — (x + 4)°
=03 +x+4) 03 —x—4)

Descomponer el binomio x* + 4y* en el pro-
ducto de dos binomios reales.

Resolucién:

Sumando y restando 4xy?, se tiene:

x* 4+ 4y* = (X + 43y? + 4y*) — ax?y?

x* + 4yt = (¢ + 2y%)% — (2xy)?

x* + 4y* = ( + 2xy + 2yA)(x% — 2xy + 2y?)

Uno de los factores de x* + 2x% + 9 es:

Resolucién:

Se genera una diferencia de cuadrados qui-
tando 4x? y poniendo 4x2. Asi:
E=x*+2x%+4x* +9 — 4

E = (x* +6x* +9) — 4x?

E = (X + 3)? — (2x)?

E =(x?+2x + 3)(x* — 2x + 3)

Factorizar el siguiente polinomio:
a?+2ab+b®>—2a—2b-35

Resolucién:
Agrupando convenientemente, se logra:



(@a+bR-2a+b)-35
(a+b) —7
(a+b)>< +5
s (@a+b-T7)a+b+5)

Factorizar: 3a°b — 4a’b + 3ac — 4c, dar uno
de sus factores.
a)a®b +c®
d)y2a-3

b)ab + ¢
e)3a+4

c)3a—-4

Factorizar: 2a® + b® — a?b — 2ab? e indicar un
factor.

a)a+2
d)a-b

c)2b—a

Cuantos factores primos tiene: a’b® — a’b®

a)2 b) 3 c)4
d)5 e)6

Factorizar: (@ +b* +c®® —a®—p®—-ce
indicar el numero de factores primos

a)1 b) 2 c)3

d)4 e)5

Indicar la suma de términos de los factores:
6a’b? — 11ab + 3 :

a)bab -4
d) 8ab

b) 5ab — 1
e)ab — 1

c)2ab -3

Factorizar: (x + y)* — 5xy(x + y)? + 6x%y?, indi-
car uno de sus factores.

b) 2x? — 2y?
d)x? +y? +xy

a)sd —y?
c) X% + y?
e)x? +y? —xy

Factorizar: F(x) = (X% + x + 1)> — 16x(x + 1) + 23,
senalar que factor no pertenece a F(x).

b)x —1
e)x +4

a)x—3
d)yx +2

c)x +1

Factorizar: (x* + 5)% + 13x(x® + 5) + 42x°
indique la suma de coeficientes de un factor
primo.

10.

11..

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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a)5
d) 4

b) 6 c) 2

e) hay 2 respuestas.
Factorizar: P(x,y) = (x +y + 32 + 7x + 7y + 3
e indique qué factor es primo.

ayx+y+9
d)x+y+1

byx+y—-2
e)x+y+10

C)x+y+2

Factorizar: H(x; y) = 54x® + 21x%? — 20y* e
indique un factor primo.

a)6x* —5x% b)) 9x* — 4y?
d)6x* +4y? ) 3x% +2y

c) 9x* + 5y?

Factorizar: F(x; y) = (x* — y?)? — (y2 — 1), in-
dicar un factor primo.

a)x +y
d)x® +y

b)x —y
e)y—1

Factorizar: R(x; y) = y? — x? + 6x — 9, indicar
el factor primo de mayor suma de coeficientes.

c)x+1

a)y+x-3
d)x +2y — 1

b)y -x+3
e)y + 2+ 3x

c)x+y+2

Factorizar: 81a* + 9a% + 1, dar el producto de
términos de uno de sus factores.
a)9a% + 1 b) —27a°

d)a® e) 27

c) 27a

Hallar la diferencia de los factores primos de:
Px)=(x+1)(x+2)(x+3)(x+4)—-3

b) 2 c) 1 d)4 -

a)x e) X

Hallar el factor primo que mas veces se repite:
Px)=x*+7x® +17x% + 17x + 6

b)x + 2.
e)x —2

a)x + 1
d)x -3

c)x+ 3

Factorizar: P(x) = x° — 12x? + 47x — 60 e in-
dique la suma de los términos independientes
de sus factores primos.

a) 10 b) -14 c) 19
d) 12 e)—12
Factorizar:

(a — b)*(c — d)® + 2ab(c — d)?® + 2cd(a® + b?)
e indicar la suma de sus factores.

a)a? + b2
c)a® +b? +c? +d?
e)c?+b

b) ¢ + ¢?
dya®-b+c
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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Indicar la suma de los factores primos obteni-
dos al factorizar; P(x) = 8x° — 12x® — 2x + 3

a) 6x
d) 9x — 1

b) 6x — 3
e)6x — 1

c)8x +1

Factorizar: F(x) = 24x® + 17x% + 11x + 3 e in-
dique la suma de coeficientes de sus factores
primos.

a)3 b) 15
d) 27 e) 11

G} T

Sefalar el valor de m para que:

P(x; y) = 2x* + mxy + 3y* — 5y — 2 pueda expre-
sarse como la multiplicacion de 2 polinomios.
a)0 b) 7 c) 1

d) 5 e) -3

Factorizar: (a + b + ¢ + d)* — a? — b? — ac — ad
indicar luego uno de los factores primos.

b)yd+2b+c
e)b+c+d

a)a+2c+d
dya+b+d

c)a+b+c

Factorizar el polinomio:

x? — y? + 2z° — 7> — 8x + 16, de como res-
puesta la suma algebraica de los términos in-
dependientes de los factores primos.

a) -8 b) 8 c)4
d) —4 e)0

Al escribir el polinomio:
x" — 4x% + 2x* — 3x® + x? — 1 bajo la forma
(x = 1)3x + 1)° hallar el valor de a — b.

a)1 b) 2 c)-1 d)-2 )3

Indigue uno de los factores primos en:
b%(a — c?) + c3(b — a?) + abc(abc — 1) +
(

a’(c - b?)

25.

26.

27.

28.

29.

Indique la suma de factores primos:
8@a+b+cP-(a+bP—(a+c)-

6% + 3bc(b + c) + c%
b) 4a + 4b + 4c
d)4a+3b+c

a)4a — 4b — 4c
c)da+3b+c
e)4a + 3b + 3c

Indique el nimero de factores primos:
(18c + 7b + 6a)(a + 3¢ + 3b) + 3b?
a)3 b) 4 c)y'5
d)6 e)2

Indique la suma de factores primos en:
a* + 5bc? — a’b — a’c? — 2b% — 2¢*

a)2a® —b — ¢?
c)2a® + b - ¢?
e)2c2—b+c

b)2a’+b+c
d)y2b’ -a-—c

Indique el nimero de factores primos en:
(X% + 5+ 7x)? + 3% + 5 + 21x
a) 1 b) 2
d) 4 e)5

c)3

Indique uno de los factores primos en:
a®+b%—6ab+8

b)a+b+2
e)a+b+1

a)a+b+3
da+b+5

c)a+b+6

30. Indique la suma de factores primos en:
(a% — b? — c?)? — 4b2c?
a)4a b) 2a c)a
d)0 e) 5a
1. ¢ 7.¢c 13 b 19.e 25 b
@l 224 8e 14d 20b 26e.
> 3.d 9.d 15.a 21.b 27 a
4l 4.c 10.e 166 222 28¢
(5] 5a M.c 17.c¢c 23. a 29. ¢
6.c 12.b 18. b 24.a 30. a




FRACCIONES ALGEBRAICAS

MAXIMO COMUN DIVISOR (MCD)

De dos 0 mas expresiones algebraicas, es la ex-
presién de mayor grado posible que esta contenida
como factor, un nimero entero de veces en dichas
expresiones. Para determinar el maximo comun
divisor se factorizan las expresiones y se forma el
producto de los factores comunes con su menor
exponente.

MINIMO COMUN MULTIPLO (MCM)

De dos o mas expresiones algebraicas, es la ex-
presion de menor grado posible que contenga
un nimero entero de veces como factor a dichas
expresiones. Para determinar el minimo comun
multiplo se factorizan las expresiones y se forma
el producto de los factors comunes y no comunes
con su mayor exponente.

Ejemplos:

1.

Hallar el maximo comun divisor y el minimo
comun multiplo de:

A=x®-ax*—a'x +a°

E=x*—ax’ — a® + a’

Resolucion:

EnA: A=x%x —a) —a*(x — a)

Extrayendo factor comun y desarrollando x* — a*:
A= (x — a)(x* + a®)(x + a)(x — a); finalmente:
A=(x —a)’(x? + a®)(x + a)

En B: extrayendo factor comun:

B =x(x® —ax? — a’x + a%

B = x[x*(x — a) — a’(x — a)]

B = x(x — a)(x + a)(x — a); finalmente:

B =x(x — a)? (x +a)

MCD(A; B): (x — a)’(x + a)

MCM(A: B): x(x — a)?(x + a)(x? + a°)

Hallar el MCD y el MCM de:

A =X+ 2y%) + (y2 + 22)(y + 2)(y — 2)

B = (% + yA)(x® + y? + 22%) + 2*
C=x*+2*2%2 +* —y*

Resolucién:

Factorizando separadamente cada expresion:
A=x+ 2% + (v + 22 - 29

A= (X4 + 2X2y2 s y4) o 24 = (X2 + y2)2 o (22)2

A= x+y +22)(x% + y? — %)
B = (x +y)+222(x2+y2)+z4
B
C=

—

+ 2%%2% + 2% — y* = (@ + 222 — (y?)?
C=02+22+y)(x% + 2% — y?)*
MCD(A; B; C) = x? + y? + 22

MCM(A; B; C) = (x* + y2 + Z2%(x? + y* — 29
¢+ 2%~ y?)

Hallar el MCD y el MCM de:
A=x>+5x%+8x +4
B=x3+3x%-4
C=x*+6x>+12x+8
Resolucion:

Factorizando cada expresion:

A= (x> + 2x%) + (3x? + 8x + 4) factorizando
por aspa simple el segundo paréntesis:
3x +2
X >< +2
A=x3(X +2) + (3x + 2)(x + 2)
=(x+2)(x% +3x + 2)
Factorizando por aspa simple el segundo pa-

réntesis:
X >< +2
X +1

A=(x+2)(x + 1)(x +2)=(x+ 1)(x +2)?
B=x*+3x-4=x*-x*+4x° -4
Factorizando en los dos primeros y en los dos
ultimos términos:
B =x3x —1) +4(x%> - 1)
B=x2(x —1) +4(x + 1)(x — 1)
B=(x—1)(x%+4x +4) = (x — 1)(x + 2)
C=x>+6x+12x +8 = (X" +8) +

(6x% + 12x) = (x° + 2%) + (6x + 12x)
C = (x+2)(x* — 2x + 4) + 6xX(X + 2)
C=(x+2)x —2X +4 + 6x)
C=(X+2)(x +4x +4) = (x + 2)(x +2)°
C—(x+2)
MCD(A; B; C) = (x + 2)
MCM(A; B; C) = (x + 2)3(x + 1)(x — 1)
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FRACCIONES ALGEBRAICAS
Es fraccion algebraica toda aquella expresion que
tiene por lo menos una letra en el denominador.
Ejemplos: 5 j

1; 2x° + 3y . 43S
X' X—-z

Signos de una fraccion. En una fraccion se hallan
tres signos:

1. Signo del numerador

2. Signo del denominador

3. Signo de la fracciéon

CAMBIOS DE SIGNOS EN UNA FRACCION

1. Cuando no hay factores indicados. En toda
fraccién se puede cambiar dos de sus tres sig-
nos y la fraccién no se altera. Asi:

F=4i 8. —a. & _, —a8
+b +b -b -b
Ejemplo:
2 2
Simplificar; E = &= b
b? —a°
Resolucion:
Cambiando de signo a la fraccion y al numera-
2. =2
dor: E = _(b_a) =-1
(b? - a?)

2. Cuando la fraccion tiene factores indica-
dos. En toda fraccion si se cambia de signo
a un numero par de factores, la fraccion no se
altera; si se cambia de signo un numero impar
de factores, la fraccion cambia de signo. Asi:

Ejemplo:
Simplificar: E = (a—-bja-c)
(b —a)(c—a)
Resolucién:
Cambiando de signo a los dos factores del de-
nominador se obtiene: E = (b-aja-c) 1
(b—a)(a-c)
Ejemplo:
. = 1 1
lificar: E=
Simplificar (a~b)(a—c)+ gy o e
Resolucion:

Cambiando de signo al factor (c — a) en la se- :

gunda fraccién, se obtiene:

_ 1 1

(a—b)(a-rc)

(a—b)(a—c)

Simplificacion de fracciones. Para simplificar
una fraccion se factoriza el numerador y el deno-
minador y se elimina los factores comunes que
aceptan.

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Simplificar:
x*+(2a + b)x* + (a® + 2ab)x + a’b
X2+ (a + 2b)x? + (b? + 2ab)x + ab?

Resolucion:

Efectuando operaciones indicadas:
x° + 2ax? + bx? + a’x + 2abx + a’b
x2 + ax? + 2bx? + b?x + 2abx + ab?

Ordenando y factorizando:
x(x% + 2ax + a%) + b(x? + 2ax + a?)
x(x% + 2bx + b?) + a(x? + 2bx + b?)

Cada paréntesis es un binomio al cuadrado:

(x+af(x+b) _ x+a

X+b

(x+b)2(x+a)

( 2 2) ‘ 2 2
5. Simplitiear £ =220 ) bxyla +b )
ab(x® — y?) + xy(a? - b?)

Resolucion:
Efectuando operaciones indicadas:

abx? + aby? + a’xy + b?xy

abx? — aby? + a’xy — b?xy

Ee ax(bx + ay) + by(ay + bx)

ax(bx + ay) — by(ay + bx)
(bx +ay)(ax + by) _ax+ by

ax — by

(bx + ay)(ax — by)

(x + 1)(x? = 9)(x - 5) + 27

3. Simplificar: E =
(x+2)(x2—16)(x — 6) + 48

Resolucién:
Descomponiendo la diferencia de cuadrados:



4(x+4)( —6)+48

Efectuando los productos de dos en dos:

3)(x? — 2x — 15) + 27
8)(x? — 2x — 24) + 48

_ (= 2%~
(2= 9% ~

Haciendo x? — 2x =y
(y=3)y—-15)+27

y? — 18y + 45 + 27

E= =
(y—8)(y—24)+48 y2_32y+ 192 +48
_ Y -18y+72  (y-12)y-6) y-6
y?—32y+240 (y-20)(y-12) y-20
Reponiendo valores de y: E = P Sl R
x? - 2x =20

Reducir a su minima expresion:

_a’-b? ab-b?
ab ab — a?

Resolucion:
Representando convenientemente:
a2_p2  b(a-b)

ab  —a(a— b)

E=

2 2

b b
40,0 g8 0 4
ab a ab ab

o
oo

Six # +1, hallar el producto:

(x+ 1P(x2 = x + 17

x412(x2+x+1

(x*+ 1P (x®— 1Y

Resolucion:

Trabajando en el interior de cada corchete:

- (x+ PO —x+ 1°F (x— 1P+ x + 1) P
(x®+ 1) { (3 -1
_[oe+ 97T <x3—1>2}2
3+ 17 [(x® =17
P=[PX[1P =>P=1

Hallar el producto:
_ (1 + X
1 —x

1+x

Resolucion:

Trabajando con cada factor:

(1T+xfP-(1-xP  ax
A+x)(1-x

1~

3+x2—4x2 _ 3(1-x?)
4x T 4x

- () -

1exy3,
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Reducir a su minima expresion:

1/2
)

_a+(a®-1 a—{a?—1

)1/2

a-(@2-10)" a+(a?-1
Resolucion:

Haciendo: (a% — 1)"2 = x

2
g_a+x _a-x_(@a+x) -

1/2
)

(a—xf

a—-x a+Xx a? —
4ax
= E e
a®—x?
2 1/2
Reponiendo: E = dala — )

X2

4a(a? — 1)

" E =4a(@® - 1)""

a?—(a?-1) -

a?—a®+1

Efectuar la siguiente simplificacion:

B 8xy
e 4x2 + 2xy + y?
(8x% + y° (1 Yy )
8x3 —y® 2x+y
Resolucion:

Trabajando con cada uno de lo
la fraccién:

By +2y -8y

s miembros de

2(4x% - 2xy +y?)

4x2 4+ 2xy +y?

[(2x+y)(axE - 2xy +y?)

(4x% + 2xy +y?)

2X -y

(2x — y)(4x2 + 2xy + y?)
= E=ND=2

2x+y
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10.

11.

Reducir:

Resolucioén:
Efectuando operaciones, de abajo hacia arriba:

1 y (1+a)

363

2
E- 1+a )><(1+a).a:a
(1+a) (a%+1)

Simplificar la expresion:
1 =a?

E=
(1 +ax)P?—(a+x)

Resolucion:

Trabajando con el denominador de la fraccion
y representando la diferencia de cuadrados:

(1+ax+a+x)(1+ax—a—x)
Agrupando y factorizando:
[(1+a)+x(1+a)].[(1—-a)—x(1-a)
1+ a)(1 +x)(1 —a)! —x)
= (1-a9)(1-x%)

S 1—a° 1
Toda la fraccion: E = A= a901 — ) =TT

Hallar la expresion equivalente a:

3 2
m_ M0 iin? — n®
E 27 3
B >
m
B
(37
Resolucion:
3 .3 2
Sab 3 m_ _m-_m’n _n3
abemos que (3 n) = 3 +mn?-n
m “)3
3
Reemplazando: E = ——— = (% = n)
m_ | )
3

12. Simplificar: E =

Resolucion:
Factorizando las diferencias de cuadrados en
el primer paréntesis del numerador y denomi-
nador:

E= n 2n
Kb+)@— ﬂ(b+W
(et ey
o+3)"b-3)"o+3)"
ey
b+2f-3)"
N a+%” 87%4—': abb+1” abb 1"
b+1 b1 ab+1flab—-1
a a a

Hallar el MCD de:

P(x) = (x + 1%(x — 3)*(x + 5)°
Q(x) = (x + 12(x + 1)%(x — 3)?
R(x) = (x + 1)*x — 3)%x + 6)"

a)(x+1)( .3y b) (x + 1)*
c) (x + 6) d) (x + 1)%x — 3)*
e)(x+ 1)(x — 1)(x —

Hallar el MCM de: P(x) = (x + 1)%(x — 3)*
Q(x) = (x — 3)5(x + 4)?

a) (x + 1)%(x — 3)°(x + 4)
b)x — 3)°
c) (x + 1)2(x — 3)%(x + 4)?



d) (x - 3)*
e) (x + 1)2(x — 3)*(x + 4)?

Halla el MCD de las siguientes expresiones:
a77xnv1;bf1xnf =1 n=3

c X
a) abex” b)
d)yx" 2 e) x

x"/abc c)x" 3

n-=1

Hallar el MCD de las expresiones:
ax" 3. bx" —4. ox" 5

1 -5

abc

n—5

—6

a) abex" ~° b) c) abex”

d) abox™ ~* e) x

Dados los monomios:
A(X, v, Z) = Xa —3yb . 1Zc i
B(X, Y, Z) =X 1yb +3Zc
C(X, v, Z) =x2" Zyb Ar-ch +2
indique el MCM(A; B; C).

-4

a) X1Oy6 b) XByQZG ) X8y1OZG

d) X7y625 ) XByGZQ
Siendo: A(x) = x* + 3x — 10
B(x) = x* — 25x?
C(x) = x° + 4x2 — 5x
halle el MCD(A,; B; C).

b) x — 1
e)x(x — 2)

c)x+5

Encontrar el MCD de los polinomios:
P(x) =x*—5x% +4
QX) =x° + x> —4x — 4
2 x+2
b) x* +x — 1
d)x? +x+2

¢ Cual de las expresiones que se dan es el
MCD de (3x® — 8x + 8) y (x> — 6x — 4)?

a)x+5
dyx+2

b)x +4
e)x+3

c)x =5

Si el MCD de los polinomios:
P(x) =x* =9 + mx +n

10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

Ageera | 47

Q(x) = x* +2x° = 7x% + px + q
es x? — 5x — 6. Halle el grado del MCM de
dichos polinomios.

a)1 b) 2 c)3 d)6 e)7
2 2
Efectuar: X.—9X+6 , X" +x 20
X2—x-2 x*-3x—4
a) 2/(x+1) b) 3/(x—2)
C) (x=2)/(x+1) d)3
e)2
2 2
Efectuar: XZ*X*2+X—2X—3_ X2 + 4x
-4 xX*-x-6 x2+6x+8
a)x +2 b)x — 2 c) 1
dyx —4 e)x +4
2
Reducir: oy x_Y
xy+y? xy+x® ¥ X
ay0 b) xly o) yix
d)2 e)— 1 .
3 2
Efectuar M= X4 X 1 1
x+1 x-1 x+1 x-1
a)x2+2 b)X—2 C)X+']
d)x* -2 e)x® + 1
.X+2 2 _ y2 2 2
Efectuar:P:( yr-y 4 y e
(2x+yf - X2 — (4x + yf
2y —

y — 4x b) 6x + 4y o 2

WX I +y B +y
d) 1 e)?2
Efectuar:

1 1 1
@-b@a-o b-ab-0 c-ac-b
a) abc " batbitc
c)ab + bc + ac d) 1
e)0
Efectuar: —— 2 ___ 2 x—1

x—1 x+1 x2_1 (X+1)2

a) x/(x—1)
c) —2/(x+1y?
e)1

b) 1/(x+1)?
d) 3/(x+1)?
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17. Efectuar:

E_11a-7b

2x — 3y X+y X+y

a)4 b) 3 c)2 d)1 e)0

18. Efectuar: E =

x> +X—6 x?—9

7b - 11a —3y+2X+X24y3 y3_X2

x% — 5X + 6 x2+6x—27+

25— x? 2% + 1
+
x2-9x+20 Xx-—4

a)0 b) 3 c)2
2x—1

d) e)4
%2 4

19. Hallar el equivalente de:
_ 1 ) 1
T R [P
1 . 1
(X+2y)(x +3y) (x+ 3y)(x +4y)

+... n fracciones

1 n
a) ———— b
) X(X +Y) )x(x+y)
n 1
T dy — 1
& X(X + ny) ) X(x + ny)
e)n
2 _ 2_ 2 2
20. Efectuar: N =(X +2); V- +1)2
0 Y = (%2—=2% — 1)
a)1 b) — 1 g Xt
Xx—1
X —1 41
9 X+ 1 ®) x2—1
3 1.a 5c¢ 9.d 13a 17.e
> 2. ¢ 6.c 10.e 14.e 18.d
4 3¢ 7c Mo e 190
0 4. e 8.d 12.e 16.c 20 a




BINOMIO DE NEWTON

SIMBOLO FACTORIAL

Dado un numero entero positivo n, se define su
factorial al producto de los factores consecutivos
desde la unidad hasta dicho numero propuesto.

Notacion:
Existen dos notaciones: n! y |[n

Ejemplos:
1=1
2=1%2=2

A=1x2%3=6
41 =1x2x3x4=24
Sl=1x2x%3x4xb5=120

al=1 =a=0va=1
al=bl= a=b
.+ al=a(a-1) h

En general:

|n!:1><2x3><...><n inelN

COEFICIENTE BINOMICO

Es un operador matematico, que se utiliza para re-
presentar los coeficientes que se obtienen al desa-
rrollar la potencia de un binomio.

Notacion:
g o m
Un coeficiente binédmico se representa ( B ) que se

lee “coeficiente bindmico m sobre n”.

Elementos:

1. indice superior o base. Es el nimero que se
ha representado con m y que tiene valor arbi-
trario.

2. indice inferior u orden. Es el numero entero
y positivo, designado con n, que indica el total
de factores que hay en el desarrollo.

Desarrollo general del coeficiente binémico

(m): m(m-1)(m-2)...(m-n+1)

n nin-1)(n-2)...1
Ejemplo:
(12)- GRADU0OE _ o,

®)#)E)(2)(1)

Propiedades del coeficiente binomico
1. Sielindice inferior es cero, el coeficiente vale uno.

(3)-

2. Sielindice inferior es la undiad, el coeficiente
es igual al indice superior: <T) =m

3. Suma de coeficientes binomicos:
(7 (a34) =(1)
n n+1 n+1
4. Las propiedades siguientes se cumplen cuan-
do los elementos son nimeros naturales, de-
biendo ser la base mayor o igual que el orden.

Estos operadores también se denominan nu-
meros combinatorios y se les representa por:

Cnm:(r:)
- o= (7) -t
e ER=CT _ W (r:):<mn—’] n)
v cm:(m>:1

. C?:(T)=O;sim<n

BINOMIO DE NEWTON

Se da este nombre a la potencia indicada de un
binomio.

Ejemplos:
(@a+b)%@-b)y%(1+x7"

DESARROLLO DEL BINOMIO (a + b)" _
Regla practica: un coeficiente cualquiera del de-
sarrollo, se obtiene multiplicando el coeficiente an-
terior al que deseamos calcular por el exponente
de a, y luego dividiendo entre el exponente de b
aumentado en la unidad.

Ejemplos:

(@ +b)* = a* + 4a% + 6a%b? + 4ab® + b*
(@a+b)2=a?-2a"b+3a%p?—4a%b%+..
Observacion:

Si el exponente es entero negativo o fraccionario,
el desarrollo admite infinidad de términos.
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TRIANGULO DE PASCAL

Nos sirve para obtener los coeficientes del desa-
rrollo de un binomio para exponente natural.

1 (a+b)

1 1 (a+b)'
o2 1 (a + by

1 3 3 1 (a+b)°®
4 6 4 1 (a + b)*

5 10 10 5 1 (a+b)

Término general del desarrolio de (a + b)"

t :(E>an—kbk

donde: (k + 1) es la posicion del término.

Propiedades del desarrolio de (a + b)", n € Z*

15
2.

El nimero de términos que resultan es n + 1.
Los signos de los términos se definen del es-
quema:

@+b)+ +,+ +, ..., +

@-b)"+, — + - .., %

(e =P | Ginbmpar o 2

La suma de los coeficientes del desarrollo de
(aa+bp)"es: S = (a +B)" (en el caso particu-
lara = = 1resulta S =2")

La suma de los exponentes del desarrollo de
(a +B)n(n+1)

(@ + b es: S = 5

La posicion del término central o medio del
desarrollo se calculara con las relaciones:

n+2

+ Sinpar:

*  Sinimpar: n;1;n+3

2

EJERCICIOS RESUELTOS

Proporcionar el valor de x de:

B I U

Resolucion:

Desarrollando el numero combinatorio y efec-
tuando cada suma indicada se consigue:

m* xtmi(m + 1)(m+ 2)(m + 3)...(m + x) _
3X(m+x)!.m.m.m...... m
X veces

= 1680

Transformando cada expresion indicada te-
nemos:

m*(xH(m + x)! X X(x=1)!
3x(m+x)! m* 3x  3x

(x — 1)! = 5040, es decir: (x — 1)! = 7! de donde:
X—1=7 =x=8

= 1680

Encontrar el valor de x que verifica:
el oeis iy e |

=120
2

Resolucién:
Teniendo en cuenta que' 120 = 5! faciimente
deducimos que: C}=}+2CX-1+ CX=1=10

con la finalidad de utilizar la propiedad de re-
duccién para numeros combinatorios expre-
samos asi: la igualdad dada:

e l+eidipellvelini=10

Luego: CX 3+ C}_,=Cl*3=10

De acuerdo con la propiedad de complemento

podemos establecer que:

X+ 1x)(x—1)
(M(@2)(3)

Es decir: (x + 1)(x)(x — 1) = (5)(4)(3)

| S

C§+1:10 = =10=(5)(2)

x=4

Encontrar el valor de n para que el cuarto tér-

mino del desarrollo de (x* — y)" contenga a

Xw‘

Resolucion:
Por condicién del problema: t, =x'0 .. (1)

Hallemos t, del desarrollo de (x? — y)" segun
formula:

ty = A Ay =~ CHA % ()

Con (I)y (Il) tenemos: 2n —6 =10 = n =8



Encontrar el coeficiente del término que admi-
te a x*° como parte literal en la expansion de:

(x3 + %)12
Resolucién:
La potencia dada es: (x> + x ')'% sea T . |
quien contiene a x°, luego por formula se ten-
dra: T, 4 = Cl2(x3)12 ~k(x ~ 1)k = 2% — %
Observar que el coeficiente pedido es:

c? (1)
Por condicion: 36 —4k =20 =k =4 .. (2)
Finalmente sustituyendo (2) en (1) tenemos:

o 120000E) o

(1(2)(3)(4)

Hallar el valor de n sabiendo que la diferen-
cia entre los grados absolutos de los térmi-
nos sexto y decimosexto del desarrolio de
(x* + y"? es 10.

Resolucion:

Por condicion: GA(tg)—GA(tyg) = 10 v 1)
Hallemos tg de: (x* + y")2™ asi:

t6 - Cgm (X4)2rn - 5(yn)5 - Cgmxﬂm - 20y5n
Observar que: GA(tg) =8 m +5n - 20 ...(2)
Hallemos: t;s de (x* + y") asi:

t16 = C12g1 (X4)2m715(yn)15 = C12gn XBm -60 y15n
Observar que: GA(tig)! = 8m + 15n — 60 ... (3)
Sustituyendo (2) y (3) en (1) tenemos:

8m + 5n — 20 — (8m + 15n — 60) = 10
-10n+40=10 =n=3

Encontrar el término que no contiene a x en la
9
expansién de: (& + %)

X

Resolucion:
Sea t, . 4 el término pedido, es decir:

ook 1 \ 9-k_k
tk+1:CE&m (—) :CEX 2 4...(&)

“x

Como este término no contiene a x se debera
cumplir que:
9-k k__,18-3k_g4 k=56

2 4 2
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Finalmente en (a) se consigue:
_ceoce OB gy
K TP

iz 3 Pl
En la expansion de: ({x° + x "3, la suma de
todos los coeficientes es igual a 128. Hallar el

término que contiene a x°.

Resolucion:

De acuerdo con la teoria la suma de todos los
coeficientes del desarrollo de (Yx°+ x~ 3’
se consigue haciendo: x = 1; veamos:

Suma de coeficientes = (1 + 1)" = 2"; Por
condicion: 2" = 128 = 2" =27

De donde se deduce que: n = 7. Sea t, . 4 el

R 3 _13V ; b
término de ({x~ + x )" que contiene a x°, es
decir:

R i J21-3k k
tk+1:CK(&) (X'“):CZX 2 3
a0 21-3k kK
Por condicion: =——— - = =5
' 2 3
=63 -11k=30 =k=3
Luego el término pedido es: t,
7 5)(4!) .
= cle L (DOEME) 5 s

(1(2)(3)(4)

Qué lugar ocupa el término de grado 48 en el
desarrollo de: (x? + y%)'®

a) 10 b) 11 c)12 d)i13 e) 14
Senale el valor del término independiente del
2 9
desarrollo: (x_ + i)
N
a) 56 b) 78 c) 84
d) 126 e) 154

Hallar a + k si se sabe que el cuarto término
del desarrollo de (x + 2)* es 17 0x",

a6 b7 8 A9  e)12

En el desarrollo de (x* + x°)>" ~ " uno de los
términos centrales es independiente de x. Ha-
lle el nimero de términos.
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10.

12.

13.

a)6 b) 8 c) 12
d) 11 e) 10
n+6
Hallar n: C::_%:‘I
Cn—1
a1 b2 o8 d4 )b

Hallar los valores de x que satisfacen la igual-
ad- 038 35
dad: C2 = C3;

a){0; 2}
d){1; 2; 5}

b) {2; 5}
e){2; 3; 4}

c) {0; 2; 5}

Para que valor de n se verifica la siguiente

igualdad:

1+3+5+7+..+(2n—-1)=CJ+Cl+
54 ...+Chp

proporcionar la suma de los 2 valores hallados.

a)8 b)15 )12 d)4  e)6
Reducir: E = C% + 4C%" '+ C3*2
a) x byx? ¢)2x d)3x e)x°
Reducir: Ci2+ C3+ Cl3+ Cl4
a) 211 b) 189 c) 462
d) 455 e) 321
Hallar x: C§ = C3, _+g
a) 10 b) 11 )12
d)9 e) hay 2 respuestas
: 1
Hallar x: C_, +(X - 2)C§,3 =12
a7 b6 o5 d4 €3
Hallar x en: ( X )C§‘§+( X )C"’§=15
X —2 - X— 15 5
a4 b5 2 d)6 e)7
2"(n+ 1)!
Hallar el valorde n: —— =
(2n)lt
a)2 b) 3 c)4
d)6 e)8

14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21

Simplificar la expresion:

0 (2n)!

C 2" (DB)(5)...(2n—1)
a)n! b) (n —1)! c)(n+ 1)
dyn e)n+1

Hallar el término independiente en el desarro-
12
lio de: (x2 = 1)
X

a)8
d) 132

b) 495
e) 61

c)9

Hallar el coeficiente del 7.° término del

desarrollo de: (2x + y)°

a) 312
d) 521

b) 215
e) 406

c) 672

10
Hallar el término central de: (x - %)

a) 252
d) x

b) —252
e)1

c) 252x

Calcular e! tercer término del desarrollo de:
x+y)?

b) x4y
5,2

a) 5x7%y c) 3x~4y?

d) 2x7%y? e) x

A qué exponente debe elevarse el binomio
(x + 2y) de manera que el cociente de los
coeficientes de los términos de lugares 11.° y
10.° resulte 40.

a) 109
d) 208

b) 110
e) 112

c) 209

1 1

7
En el desarrolio de (x3 +;) , el término de

lugar (k + 1) posee x* . Hallar dicho lugar.

a)5 b) 7 c)9 d) 11 e)13

Hallar el valor de n si el término de lugar 25 en

n
el desarrolio de (x2 4 ig) contiene a x'2.
X

b) 40
e)78

c) 66



22.

23.

Hallar el séptimo término sabiendo que es
independiente de x en el desarrollo de:

-3

b) 80
e)1

c) 84

En el desarrollo de la quinta potencia de un
binomio se verifica que el cuarto término es
—-80a*b®* y el ultimo —32b'°. Hallar dicho bi-
nomio.

b) (ax? — 2b)

d) (ax* — b)

a) (ax + 2b)
c) (@’ + b?)
e) (a2 — 2b?)

24.
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Determinar el valor de n para que los términos
de los lugares 9 y 10 de (x + 3)" tengan igual
coeficiente.

a)9 b) 10 c)
d) 12 e) 13
25. Hallar el lugar que ocupa el Ti de:
(%Tui)m
“Ix
a) 72 b) 98 c) 111
d) 112 e) 113
0 1. d 6.c M.d 16.¢ 21.c
g 2,.¢ 7.e 12.b 17.b 22. ¢
g 3. b 8.e 13. a 18 c 23. e
A1 4. p 9.e 14 a 19.e 24 ¢
Ol 52 10.e 15.b 20.d 25 e




RADICACION

Radicacion es la operacion que consiste en hallar
una cantidad algebraica q, llamada raiz, que al ser
elevada a un cierto indice reproduce una cantidad
dada A, llamada radicando o cantidad subradical.

Engeneral: YA =q = A=q"

Elementos de una raiz:
signo radical
indice— A =g
- raiz

cantidad subradical o radicando

Signos de las raices

e La raiz de indice par de una expresion alge-
braica positiva tiene dos valores iguales y de
signos contrarios (+) y (—).

. La raiz de indice par de una expresion alge-
braica negativa carece de valor real y se llama
raiz imaginaria.

. La raiz de indice impar de expresiones alge-
braicas tiene el mismo signo del radicando.

En resumen:
2+ =)

2(-) = Imaginaria
) = (+)

Z2f-) = ()
RAIZ DE UN MONOMIO

Para extraer la raiz de un monomio, se debe pro-
ceder asi:

. Se extrae la raiz del signo de acuerdo con la
ley de signos para las raices.

+  Se extrae la raiz del coeficiente.

. Se dividen los exponentes de las letras entre

el indice de la raiz.
Ejemplos:

- 4811227 = 3y

. 8- 32x10y20225 = _ox2yiz5

RADICALES DOBLES
Se denomina radical doble al que presenta la si-

guiente férmula general: 1A + B

6

Ejemplos:
. V54124 - 11-{120

Transformacion de radicales dobles a radicales
simples o sencillos. Todo radical doble se puede
descomponer en la suma o diferencia de dos radi-
cales simples. Deduccion de la formula.

En resumen la formula para descomponer una raiz
doble en raices simples es:

A+C A-C
JAtJﬁ:J*—i [ateiog
2 2
Donde: |C = {AZ_B

Es decir que, para transformar raices dobles, en
raices simples, A? — B (cuadrado perfecto).

Ejemplo:
Descomponer en radicales simples: ¥11 + 642

Resolucion:

Previamente, introduciendo el 6 dentro del radical
interior, y aplicando la formula:

J11+Jﬁ:4{”2+0 + /”2‘0 )

Célculo de C:
c={12-72=f21-72={49=7

Reemplazando en (1):
12 = /%+ %:@m
A1 4472 =342

Observacion:

Este ejercicio y sus similares se pueden resolver
dandole la forma de binomio al cuadrado bajo el ra-
dical y procediendo de la siguiente forma general:

4mi2@ —{{a+db)l ={a+h

s P

Aplicando al ejercicio anterior:
1141602 =11+72 =11+ 7ax18
={11+2{18




111+208 =11+ 29x2 =49+ 2 + 29 x 2
_v_/ l.__Y_/

S P

=9+2 - V1+2{18=3+1{2

Ejemplos:

Calcular el valor de:

E=1{12+ {140 — {8 + {28 + 111 — 2430 —
7-2{6

Resolucion:

Transformando cada radical doble separada-
mente, haciendo que sean desarrollo de cua-
drado perfecto:

{12+ 7120 =12 + {4x 35
={7+5+2{Tx5 ={7+15

V841428 =18 + {ax7 =47+ 1+ 2T x1
=7 47

11-2/30 =16 +5-2/6x5 =16 — {5
7-2{6 =6+1-26x1=46-11

Sustituyendo en la expresion propuesta:
E=f7 45— ({7 + 1)+ 16 -5 - ({6 - 1)
E=7+B-{T-1+6-B-_{6+
E=0

Hallar la raiz cuadrada de:
E? =5x —2 +216x% — 7x - 3

Resolucién:
Al extraer la raiz cuadrada se tendra:

E:J5x—2+246x277x73

Factorizando por el método del aspa al radical
interior se obtiene:

6x% + 7x — 3 = (3x + 1)(2x — 3)
Sustituyendo: J5x — 2+ 2{Bx+1)(2x - 3)

Dando la forma de Ya + b + 24ab , donde:
a=3x+1b=2x-3
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J(3x+ 1)+ (2x = 3) +2{(3x + 1)(2x - 3) =

{(3x + 1) + {(2x — 3)
CE=43x+1+42x-3

3. Simplificar:
E={2 - 1({56 + 4042 — {34 + 2642 + {23+ 37/2)

Resolucion:

Ninguno de los radicales dobles que tiene la
expresion puede transformarse directamente
a radicales simples, ;por qué?, entonces, se
realiza el producto de radicales: Efectuando:

E={(2 - 1)(56 - 4042) —{({2 = 1)(34 + 2642) +
(2 = 1)(23 + 3742)

E=1{80—56+16/2 — {52 — 34 + 812 +
{74 - 23 - 14{2

E=4124+1642 — {18 + 812 + {51 — 1442

Transformando a radical simple, cada radical
doble:

{24 + 1642 = {24 + 2128

—{16+8+2/16x8 = 16 + 8
41602 =422 (1)

{18 +8V2 ={18 42132

—{16+2+206%2 = 16 + 12
f18+82 =4+102 @
51 1442 = {51 _2{a9x2

{49 +2-2M29x2 =49 - 2
{51-142=7-12 - (3)

Sustituyendo (1), (2) y (3) en la expresion:
wE=T

RACIONALIZACION

Es la operacion que consiste en transformar un de-
nominador irracional en otro equivalente que sea
racional.

Fraccion irracional. Se llama asi a una fraccion
en cuyo denominador esta presente una raiz.
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Factor racionalizante. El factor racionalizante de
una expresion irracional, es también otra expresion
irracional que multiplicada por la primera, la con-
vierte en una expresion racional. Cuando se racio-
naliza una fraccién, desaparece todo signo radical
del denominador.

CASOS QUE SE PRESENTAN

Primer caso. Cuando el denominador irracional es
un monomio. El factor racionalizante del denomi-
nador es un radical de igual indice, el radicando
esta elevado a un exponente igual a la diferencia
entre el indice de la raiz y el exponente inicial del
radicando.

Para racionalizar se multiplica y divide la
fraccion por el factor racionalizante.

Ejemplos:
: : 1
1. Racionalizar: E = —
"ad
Resolucién:
multiplicando y dividiendo por: FR = a"~9

Eo_1 Ma"9 Nard o Nard
Va® Wa-9  a" a

1

5J3_3'3b27g

2. Racionalizar: E =

Resolucion:
El factor racionalizante es:

FR = 5{3573 3 p3-2 7{C7—4
FR = ¥a? b Ic?
Multiplicando y dividiendo por el factor racio-
nalizante: ‘
1 . %a? %o \c?
Vo ot et a2 % e

abc

E=

Segundo caso. Cuando el denominador presenta
radicales de indice dos, se racionaliza multiplican-
do y dividiendo por la conjugada del denominador.

Se denominan expresiones conjugadas a dos ex-
presiones que estan formadas, una por la suma y
otra por la resta de términos iguales. Por ejemplo:

({5 +12);({5 — {2) son expresiones conjugadas.
Se debe recordar que: ({a + {b)(Ya —{b) = a—b.

Ejemplos:
; i {a+b
1. Racionalizar: E = ——————
fa+b-{a-b

Resolucién:
Multiplicando y dividiendo por el:

FR={a+b+{a-b

- {fa+b )(Ja+b+4a—b
fatb-{a-b/\fa+b+{a-b
Los denominadores son conjugados entre si,

es un producto de suma por diferencia que da
diferencia de cuadrados:

E_Ja+b(la+b+la—b)_a+b+4a2—b2

(fatbf-({a—b)f 2b

12
2+{3+1{5

2. Racionalizar: E =

Resolucion:
Multiplicando y dividiendo por el

FR=({2+13)-{5
12 X(fi+l§)—l§
(24+8B3)+15 ({2+1{3)-15

E = 12({2 +{3-1{5) :12(5+J§—J§)
(2 +3F-({5F 2+2/6+3-5

E=12(5+I§—f5‘)_6(5+/§-@)
26 - 16

E=ﬂ§:—[?;l§—)x%=l_2+l1—§—f§5

E=2{3+3{2-{30

Tercer caso. Cuando el denominador irracional es
un binomio o trinomio cuyos radicales son de tercer
orden de la forma:



Ya+3b v Ya?+%ab + b2
Se debe recordar que:
(fa+%b)(Na2 +¥ab + ¥b?) =a+b

Uno de los factores es el factor racionalizante del
otro.

Ejemplos:
1. Hacer racional el denominador de:
=__ I
5 +%2

Resolucioén:
FR = %52 -3 B5x2 + %22

Multiplicando numerador y denominador de la
fraccién por el FR:

3 3 3
E:”L;gaﬂggﬁmﬁa

2. Racionalizar el denominador:
_ 48

2133 +435 -5

Resolucion:
Factorizando el denominador:

213 + %35 - 5 = 37(*(3 + %5) -
(43 +308) = (46 + *3)(7 - 1)

48

(05 +%3)C7 - 1)

R = (67 - 53 + (V77 + 37 + 1)

Multiplicando numerador y denominador de la
fraccion por el facotr racionalizante:

_ 48(%25 - 15 +%(9)(*(49 + °7 + 1)
(5+3)(7-1)

E=(%25-%15 + %9)(%(49 + %7 + 1)

Luego: E =

E

3°%2
-2 -2

5. Racionalizar: A =

Resolucién:
Factorizando el denominador:

555 - = (N - E 1)
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Luego: A = 32
—35(3[2_5—35+ 1)
3x1

Simplificando: A = ————————
322 _32 41
FR=¥2+1

3(2+1 _ 35, 4

L A=
—— 2+1

Efectuar: T = {(2— 3F + (242 - 37 + 3 + 242

a)2 b) 3 c)5
d) -1 e) 442 -1

Efectuar: | = 2@—%5+4ﬁ——€—6~ 32

a)3{2 b) 12 c)—12
d) -312 )0

Efectuar: M = x2 + 2x + 1+ x2 — 2x + 1
siendo: 0 <x <1

a) 2x b) 2 c) -2
d) —2x e)3

Efectuar: P = 18 + 2415 — {12 — 2427 —
132 +2{135 + {3

a)3 b) —1 o) -3
d) 4 &) N.A.

Efectuar: T = 113 + {48 — {15 — Y200 —

117 + 4415 — 1
a) 2 by 5 ¢c) 110
d) —{10 e)3
Efectuar: E = ‘j1 +441 +449 +4{5 —2
a)0 b) 1 c) {5
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10.

1.

12.

13;

14.

Efectuar:

O=12x142+{3 —44+{15x{2+1{5
a) 1 b) {3 c) {5
d) -1 e) 10

Efectuar:V=N7+/§><JJ12+2/§ {8 +205

a)1 b) 2 c)3
d) {3 e) 2
Reducir: A = {10 - 2021 -8 205
{9+ 204 -7+ 2010
a) 1 b) 1 c) -2
d)2 e) 3+1{2
Efectuar: L = {9+4/ + 113400
Va+fi2 -{5-12a
a) -2 b) ~1 c) 1
d) 2 e) 2+1
5-4{21-44-{15
Efectuar: E =
1315 {417
a) -1 b) —1/2 c) 1
d) 112 €)2
Reducir: N = [13_ 2040 + {7+ {40 + {11 + 602
33482 +3-B+11-112
a) {2 b) 342 ¢) 21
d)3{2-1 e)1
Efectuar; T = {28_6{3 {743 +{12+603
13-403 + 21123 + 19+ 813
a)1 b) 3/2 c)2
d) 5/2 €)3

Efectuar: | = J(2/§ —327%+ J(B — 2037 -
27 - 6118

a) -2 ¢) 0

d) 1

b) —1
e)2

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21

. 22

M1+ -3-18

Reducir: N =
{14 — 180 + {6 — {20
a) 1 b) 2 )3
d) 3+42 e){3-1{2
Efectuar: A = 8163 +14-17
14-5{3 +42-3
a) —1/2 b) —1 c) 2
d) 1 e) 12
Racionalizar y reducir:
1 2 1
A= + +
2442 {6+42 22+1{6
a) 12/2 b) 1 c) 2
d)2 e)2{2
4 3 -
Efectuar:B= + +
7-8B f0+{7 2{3+{0
a) i3 b) 3 c)243
d)9 e) 343
Racionalizar: C = —'2-—;
2+{3+1{5
sefialar el denominador.
a)2 b) 4 c)6
"d)8 e) 10
Racionalizar: E = —-——-5—;
2+1{5+47
sefalar el denominador.
a)2 b) 4 c)6
d)8 e) 10
3

Racionalizar: F =

5 5+ 10 16

sefialar el denominador.

a) 1 b) 2 )3

d)6 e)12

Racionalizar: F = -8
7+{15 + {21+ 435

Indicar el denominador.
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a)1 b) 2 c) 4 a)27"8 b)2°8 £) 20
d)6 e)8 d)2~* e)27°
o— = o =
. Calcular N = 116 416 *(16... L 27. Si: A= 1543 5{3... : B=43Y543{5 .
a)1 b) 2 c)3 calcular: AB
d) 4 5 ;
a)1 b) 3 c)5
d) 15 e) 30
’ Ay 4 19
a) 1 b) 2 c)3 : 28. Calcular: J—(0,3) +(0,25)" - (0,5)
d)8 e)6 :
a) 16 b) 13 c) 15
d) 17 e) 19
1. & 7.a 13.a 19.c¢ 25 a
@1 2 8b 14c 20b 26 a
o) 4 > 3b 9c¢ 15b 21.b 27.d
d)5 e)6 4l 4¢c 10d 16e 2222 28c
gl 5d 1a 17.b 23d
4 6.c 12.e 18. e 24.b
| Hallarx: {24242 % = 4222




NUMEROS COMPLEJOS

NUMEROS IMAGINARIOS

Las cantidades imaginarias son las raices de indi-
ce par de cantidades negativas.

Ejemplos:
i~z 4=16; ¥-12

Unidad Imaginaria: |la cantidad {=1 se le denomi-
na unidad imaginaria. Segun la notacién de Gauss,
la unidad imaginaria se representa por la letra i.

Por lo tanto i = {— 1, y por definicion: i = —1
Ejemplo:
Fa=Va{-1=2{"1=2i

POTENCIAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA:

e it= (E) =i o R={C1C1 =1
o B=fxi=—i o P=PRxi=1

- P=itxi=i o B=itxiP=-1

e T=ixiP=— e P=itxit=1

Se observa que los resultados de las potencias de
la unidad imaginaria se repiten en periodos de 4 en
4 y estos valores son i, 1, —i, 1.

Transformacion de potencia i™, donde m es en-

tero y positivo. Suponiendo que se desea calcular

i, donde m > 4.

1.° Se divide m entre 4, de donde se tiene:
m=4q+r

2° M=t =y = (*)IxiT =1

=i donde: r=0;1;2;3

r=0=1

m =i F=1=i
- r=2-= -1
r=3= —i

Conclusién: cuando i esta elevada a una potencia
positiva, si el exponente es multiplo de 4, el
resultado es la unidad, si el exponente es igual a
un multiplo de cuatro mas 1 el resultado es i, si es
igual a multiplo de cuatro mas 2 el resultado es —1,
y si es igual a multiplo de cuatro mas 3 el resultado
esigual a —i.

Ejemplos:

1. Calcular; E = 5i%78 — 32%8 4 4{%%7 — 8{%2 4 4i*4

Resolucién:

Transformando las potencias:

E =5(1) — 3i2 + 4(i)® — 8(1) + 4(i)’
E=5-3(-1)+4(-i)-8+4i=5+3—

4i — 8 + 4i
E=0
152 | 421, 65 | 74 33
PP M ol e o Nt of M 1
2. Snmpllflcar.E~i2541+ j3244 _ 2460 | 3581 _ ;2723

Resolucion:

Efectuando las potencias indicadas:
14+i+i+®)+1 1 £i4i-140_ 3
i+1_1+i_(i)3*i+1—1+i+i_3i
E="

E=

© 3. Calcular la expresion:

=5 _ 16 4 {49 _ =18 j=400  oi-14
{6 _ 80 _ 23 35 _ 441

Ee

Resolucion:
Transformando las potencias:
1 1 4 1 1 1 2

i5 15 i49 i18 i400 s iM

_ P : i
E = T 1 11 ; efectuan
i_e iso—i23+i35 441
do las potencias:
1 4.9 4 1, 2
A ) ,
R I o
=0 0 # @ i
NUMEROS COMPLEJOS

Los numeros complejos son aquellos que tienen
una parte real y una imaginaria. Si Z = a + bi es un
namero complejo donde a y b pueden ser nimeros
positivos, negativos y ain nulos.

CLASES DE NUMEROS COMPLEJOS

¢« Complejo real: es aquel cuya parte imagina-
ria es nula.

»  Complejo puro: es aquel cuya parte real es
nula.

e Complejo nulo: es aquel cuya parte real y
parte imaginaria son nulas.



. Complejo iguales: son dos complejos que
tienen iguales sus partes reales e iguales sus
partes imaginarias. Por ejemplo:

Si: a+bi=c+di =a=cAb=d

»  Complejos conjugados: son do$ complejos
que tienen iguales sus partes reales e iguales
pero de signos contrarios sus partes imagi-
narias.

Sii Z;=a+hbi Son dos complejos
" Z,=a—bi conjugados

e Complejos opuestos: son dos complejos
que tienen iguales, pero de signos contrarios,
tantos las partes reales como las imaginarias.

Si: Zy=a+bi Son dos complejos
Z; = —a — bi | opuestos

REPRESENTACION GRAFICA DE UN COMPLEJO

Representacién cartesiana. Se realiza en un sis-
tema de ejes rectangulares o cartesianos en donde
el eje x sirve para representar los nimeros reales
y el eje y para representar las cantidades imagina-
rias. Al plano formado por los ejes real e imagina-
rios se le llama Plano de Gauss.

Y4 (eje imaginario)
Bl = mimpmomim i i . (a, b)
r i
: = > (eje real)
Sea: Z = a + bi
En el eje y: i = unidad de medida de los valores
imaginarios. ‘

En el eje x: 1 = unidad de medida de los valores
reales.

Representacion polar o trigonométrica. Para re-
presentar un complejo de esta manera es necesa-
rio conocer el radio vector, conocido con el nombre
de modulo y el angulo que forma este con la parte
positiva del gje x.

r : radio vector o modulo
6 : dngulo o argumento del médulo.
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y
Bl M
o_‘L__jN y

Calculo del médulo: en el triangulo rectangulo MNO:
(MN)? + (NO)? = (MO)? (por Pitagoras)

= b?+a?=r2
r=1{a’+b?

Calculo del argumento o angulo 0: en el triangu-
lo rectangulo MNO:

de donde:

tan® = b/a 6 = arctan(b/a)

Apoyado en la figura, la forma polar de a + bi, seré:
a + bi = rcos6 + risend

= |a + bi = r(cos8 + isend)|

ya que: a =rsenf y, b = rsenf

Ejemplo:

14i  1-i 1043
fectuar: = -
Bfectuar: E = o5~ 5121+ 169
Resolucion:

Racionalizando las dos primeras fracciones:

_ (1 +1i)(12 + 5i) 3 (1-i)(5+12i) 10+ 3i
122 — 252 52 — 1222 169
Eo12+51+12i-5 5+12i-5i+12 10+ 3i
169 169 169
Eo TH+17i-17-7i+10+3i _ 13i _ i
169 169 13
_ EJERCICIOS PROPUESTOS _|
1. Calcular: A = {123 4 {432 4 (678
a)0 b) i c) —i
d)1 e) —1
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2. Calcular:B=i"*+i®+i®

a)0 b)i+ 1
d)i e)1

c)1 =i

3. Calcular: R = (2 + 2i)?
a)4 by4di c)-4 d)-8 e)8i
4. Caleularr M = (1 +i)2 = (1 —i)?

a) 2i b) 0 c) -4
d) 4i e) —4i

5. Calcular: M = (1 +i)* — (1 —iy*
a)0  b)-8 c)d4i

6. Calcular:R = (1—+—')2 +(1—_?>2

— 1+i
a)3 b) -2 c) 2i
d)o0 e) 4i
7. Calcular: P = Lﬁ — u
1T—i 1+i
a)4 b) 0 c) 2i
d) -2 e) —4i

1+ 1-i)

8. Calcular: M = (

10> 9 +i®
a) 2i b) 5i c)0
d)2 e)4
; 2 5
9. ReducinM=-%_4+_2_
~ Reducir 1—i+2+i
a)0 b) 4i c)3
d) -2 e) 2i

10. Efectuar; A=i'+2 + 3 +i*+ .. +i'%°

a)0 b) 1 €) —1
d)i e) —i

11. Si:z = 3 + 4i, calcular: Re(z)Im(z)
a) 6 b) 8 c) 10
d) 12 e) 20

12. Calcular b para que el complejo:
_3+4i
1+ bi

sea imaginario puro.

13.

14.

15.

16.

7.

18.

19.

20.

21,

a)1/2
d) 1/4

b) 2/3
e) —3/4

c) —3/2

Siayb e R, indicar la condiciéon para que:

= _a+_b? se convierta en numero real
b + ai
a)a=2b b)2a=b c)a? = b?
da+b=1 e)a—-b=1
Si: zy=-2+3i y z, =i —z4, caleular: Im(z,)
a) —4 b) —2i c)2
d) 4i e)4
Si: 3x +yi=m + ni
o Ao X Y

calcular: A = (1 —F)(1 + E)
a)1 b) 2 €)3
d)9 e) 16
Calcular: ¥=2+2i -1
a)0 b) 1 c) -2
d) 2i e)i
Reducir: R = i — % 8i
a) 1 b) 0 c) -1
d) —i e)i
Calcular: S =% +i'% + 'S + {20 4 42000
a) 2000 b) 2000i )1 =i
d) 1 )0

Calcular n, si: [(1 +10)° + (1 —i)°]" = 1024

a) 1 b) 2 )3
d) 4 e)5

Cuéantos valores puede tomar:
A=i"+i"m nelN

a)?2 b) 3 c)4
d)8 e)n

Sabiendo que: a4 "2i=a+bi

b*—a*

larr M = ———

calcular %8 b
a)2 b) -2 c)4

d) —4 e)1



22.

23.

24.

25.

26.

Calcular: E = {3 + 4i + {3 — 4i

a)3 b) 4 c)5
d) 3i e) 4i
PPN _ 50 1 1
Simplificar: R = T:3 + e + e
a) 9 — 6i b) 7 + 3i c) 12 — 5i
d) 4 +6i €)2 +9i
P+ 13+ 1) _ 150

Simpificar: § = LT 1WA+ " 11— 15i

: (i _7)7 64i
a)2 b) 4 c) =2
d) 1/2 e)1/4

(A+iP2 (1+if

Indicar el médulo de: Z =

b) 20
e) 15

c)25

(1 + 3i)(2 + 2i)
({3 +471)(1 )
c)3

Indicar el médulo de: Z =

a)@
d) 3

b) 2
e) {7

(1 o i)20 & (1 _ i)16

L 927,

. 30
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Reducir: R = 124i —42%7 -1

a)0 b) 2i c)i
d) —1 e) 1
28. Hallarn en: [(1 +1)° + (1 —i)°]" = =512
a) 1 b) 2 €)3
d)4 e)5
16
. Reducir (24242 +id2-2+12)
a) -2 b) —26 c)-27
d)_218 e) _o19
Hallar k, para que: Z = : +§i ar 3_i seade
a+i 1-ai
ta forma ki.
a) 1 b) 3 c)4
d)5 e)2
1.¢ 7.c¢ 13.c 19.b 25 b
Ml 26 8¢ 14a 20.b 26 a
Ll
> 3. e 9.¢ 15.d 21.a 27.c¢
< 440 10.c 16e 22b 28
p| 5b 11.d 17.d 23.a 29.b
6.b 12.e 18. e 24.d 30 e




ECUACIONES

ECUACION

Es una igualdad entre dos expresiones matemati-
cas en la que al menos esté presente una variable
que ahora recibira el nombre de incégnita.

primer miembro segundo miembro

Donde: Ay B: expresiones matematicas
X;Y; ...; z: incognitas

Solucién de una ecuacién. Una solucién de una
ecuacion es una coleccion de valores (de las in-
cognitas), que al ser reemplazadas en la ecuacion
transforman a esta, en una proposicion verdadera.

Ejemplo:

Sea la ecuacién x° = x

Six=0 = 0°=0

Six=1 = 1*=1

Six=-1= (=1)®=-1

Luego 0; 1y —1 son soluciones de la ecuacion.

Conjunto soluciéon de una ecuacion (CS). Es
aquel conjunto formado por todas las soluciones
de dicha ecuacion. Si la ecuacion no tiene solu-
cién, entonces su conjunto solucion es el conjunto
vacio @.

Ejemplo:
Sea la ecuacion en x: (x — a)’(x — b)’(x —c)’ =0
Six=a =0=0

Six=b=0=0
Six=¢ =0=0
CS ={a; b; c}

. En caso que la ecuacion no presente
soluciones entonces el conjunto solu-
cion sera el conjunto nulo o vacio.

Asi:CS=0 v CS={}

» En caso la ecuacion presente infinitas
soluciones entonces el conjunto de va-
lores en el cual existe la ecuacion se le
denomina universo.

Ejemplo:

Halle el CS en cada caso:

. x+2=(x+1)+2x+1=CS=R

. x-2=1x-2 =2CS={xeR/x>2}
3 3

. =—2_ _CS=R-
x-5 x-5 2 5

CLASIFICACION DE LAS ECUACIONES
A las ecuaciones de acuerdo al numero de
soluciones podemos clasificarlas en:

Ecuaciones compatibles. Son aquellas que po-
seen al menos una solucion. Estas pueden ser:

1. Determinadas: en una ecuacion compatible
determinada, si es posible determinar la canti-
dad de sus soluciones.

2. Indeterminada: en una ecuacion compatible
indeterminada no es posible determinar la
cantidad de sus soluciones.

Ecuaciones incompatibles (Inconsistentes). Son
aquellas ecuaciones que no poseen soluciones, su
conjunto solucién: CS = @

Ejemplos:
+  x+3=>5tiene CS = {2}
= Ec. compatible determinada.
« (x—172=x%—2x+1tiene CS =R
= Ec. compatible indeterminada pues tiene
infinitas soluciones. -
* X+7=x+2tieneCS =2
= Ec. incompatible pues no tiene solucion.

ESTUDIO DE LA ECUACION PARAMETRICA EN x
Sea:

Caso |

SiA+#0;x =B/A = CS = {B/A}

La ecuacion posee solucion unica.

.. La ecuacion es compatible determinada.
Casolll

SiIA=0AB=0:0x)=0 =CS=C

La ecuacion posee infinitas soluciones.

.. La ecuacién es compatible indeterminada.
Caso lil

SiIA=0AB#0:0x)=B =CS =9

.. La ecuacion es incompatible.
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Ejemplo:

Sea la ecuacion en x, con parametro p:
(P=5)p—2)x=(p—2)(p—23)

Sip=2 =0(x)=0 =2CS=C

Tenemos infinitas soluciones, luego seria una
ecuacion compatible indeterminada.

Sip=3 =(-2)(1)x=0 = CS ={0}

Tenemos 1 solucion, luego seria una ecuacion
compatible determinada.

Sip=5=0x)=6 =2CS=0

No tenemos solucion alguna, luego seria una
ecuacion incompatible.

ECUACIONES EQUIVALENTES

Dos 0 més ecuaciones son equivalentes si tienen
el mismo conjunto solucion.

Ejemplo:
Ev $+2 =14 =C5=(12)

E;:5x —36 =2x = CS ={12}
E;:x+8=20 = CS ={12}
Son ecuaciones equivalentes

ECUACIONES POLINOMIALES CON UNA INCOG-
NITA

Forma general de una ecuacion polinomial de gra-
don:

Px)=ax"+ax"" "+ ... +a,=0/ay#0AneZ’

Raiz de un polinomio. Diremos que a es una raiz
de un polinomio P(x) siy solo si P(a) =0
Consecuencia: « es raiz de P(x) siy solo si (x —a)
es factor de P(x).

Ejemplo:

Sea: P(x) =x® —2x? — x + 2

se observa que: P(1) =0; P(-1) =0; P(2) =0
Luego, —1; 1; 2 son raices de dicho polinomio.
Por tanto: (x + 1); (x — 1); (x — 2) son factores de
dicho polinomio.

Un método practico para hallar las raices de un po-
linomio es factorizar sobre € al polinomio e igualar
cada factor a cero.

Ejemplo:

Hallemos las raices de:

P(x) = (x + 2)*(x — 5)%(x — 8)

Atcesra | 65

Igualando cada factor a cero
x+2)=0 =x,=-2
(x+2)=0 =x,=-2
Xx+2)=0 = x3=-2

x = —2 es raiz de multipli-
cidad tres o raiz triple.

=X4=5 x = 5 es raiz de multipli-
=X5=5 J cidad 2 o raiz doble.

(x—8)=0 =x=8 } x=28esraizsimple

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

Toda ecuacion polinomial de coeficientes numéri-
cos posee por lo menos una raiz que generalmente
es compleja.

Corolario. Toda ecuacion polinomial de grado n
tiene exactamente n raices contadas con su res-
pectiva multiplicidad.

Sean las raices de P(x) polinomio de grado n con
coeficiente principal a.

X1; X2; X3; X4; X555 o5 X
el polinomio puede expresarse de la siguiente ma-
nera:

| POX) = alx = x)(x = x2)(x = x5) .. (x = x,) |

Ejemplo:

Un polinomio con raices {—2; —1; 1; 2} es:

P(X) =(x+2)x + 1)(x — 1)(x — 2)

Sea la ecuacion polinomial P(x) = 0

. Llamaremos raices de la ecuacion polinomial
a las raices de P(x).

. Toda raiz de la ecuacion es también solucion
de la ecuacion.

TEOREMA DE CARDANO - VIETTE
Sea la ecuacioén polinomial de grado n

P(x) =agx" +ax" "+ax" "2+ .. +a,=0/a,#0

Cuyas raices son Xq; Xo; X3, ... X,
. Suma de raices

a4
S1 =X1+Xo+Xz+ ... +Xn:—a—‘
*  Suma de productos binariosa
Sy = XqX + XqX3 + XoX3 + ... :a—2
0

«  Suma de productos ternarios 5
3

S, = XqXpX3 + XqXoX4 + XpXaXg4 + ... = =
0



66 | Coteccion EL PosTuLANTE

. Productos de raices
Sp = XiXpXg ... Xp = (=1)" =

Teorema (de paridad de raices)

Sea P(x) = 0 una ecuacion polinomial, de grado
no menor a dos, de coeficientes reales. El numero
complejo (a + bi) es raiz de P(x) = 0 si y solo si
(a — bi) esraizde P(x) = 0; b # 0.

Ejemplo:

Construir una ecuacion de menor grado, una de
cuyas raices es:'5 — 3i

Resolucién:

Por el teorema si x; = 5 — 3i es raiz entonces
X, =5 + 3i también lo sera, luego una de las ecua-
ciones de menor grado es:

X2 — (Xq + X)X + X%, = 0
x? —10x + 34 =0

Teorema
Sea P(x) = 0 una ecuacion polinomial de grado no
menor a dos, de coeficientes racionales. El nimero

irracional (a +{b) es raiz de P(x) = 0 si y solo si
(a—4b)esraizde P(x)=0; b €I

Ejemplo:

Si una de las raices de la ecuaciéon x? + ax + b = 0;
{a;b}c @es 3 + 2. Halleay b.

Resolucién:

Como los coeficientes de la ecuacién son nimeros
racionales, aplicamos el teorema.

Como xq =3 + {2 es raiz entonces X =3 -2
también es raiz; formaremos la ecuacion

xzf(x1 + X)X + XX =0
X —6x+7=0

Comparandola con x? + ax + b se tiene:
a=-6yb=7

ECUACION LINEAL (Ec. de 1.° grado)

Son aquellas ecuaciones polinomiales que se re-
ducen al a siguiente forma general.

[Px)=ax+b=0/a#0]|

Resolucion:

ax+b=0 @ ax+b+(-b)=0+ (-b)

s ax+0=-b & ax=-b

(Comoa#0 =a '#0) & a'ax=a '(-b)

oexet ety

ECUACION CUADRATICA (Ec. de 2.° grado)
Forma general:

[P(x):ax2+bx+c:01a¢0|

Resolucion:
1. Por factorizacion:
Sea: 6x°> —17x +12 =0
e (3x—4)(2x—3)=0
& 3x—-4=0Vv2x—-3=0 4
o x=43vx=32 ..CS= {52

N w

!

Las raices de la ecuacioén son:
X1 =4/3; x; =3/2

2. Por formula:
sea P(x) = ax? + bx + ¢ = 0/ a # 0 podemos
demostrar que las raices de esta ecuacion
viene dada por:

—b+14b? — 4ac

X1,2 = 23

Férmula general de la ecuacion cuadratica

Analisis de sus soluciones
Sea la ecuacion cuadratica:

; a # 0 de coeficientes reales
Definimos su discriminante (A), asi:
Entonces las raices seran:
—b+{a. _-b-{A

2a ' 2 2a

X =

Caso |

Si A = 0: las raices son iguales (x; = x,) y reales.
La ecuacién posee solucién Unica. Ademas
ax? + bx + ¢, es un trinomio cuadrado perfecto.
Casolll ’

Si A > 0: las raices son diferentes (x; # x;) y rea-
les. La ecuacion presenta dos soluciones.

Casol lll

Si A< 0: las raices son complejas no reales y con-
jugadas. (X =u + Vi =X, =u —Vi); v#0.

Propiedades:
Sea la ecuacion cuadratica: ax> + bx + ¢ =0;a# 0
de raices Xxq Yy Xz:



. Suma de raices: | x; + x, = —b/a
. Producto de raices:

. Diferencia de raices:

B’H il Xz)z - (xy = )(2)2 = 4X:Xy ’

. Reconstruccién de la ecuacion:

[xz—(x1+x2)x+x1x2:O'

Observacion:
La ecuacién ax?> + bx + ¢ = 0/ a # 0, de raices
X4 Y X No nulas.

*  Posee raices simétricas = x; + x, =0
. Posee raices reciprocas < x;x; = 1

Teorema
Si las ecuaciones cuadraticas:
ax? + bx + ¢ =0; abc#0
mx? +nx +p=0;,mnp#0
poseen igual conjunto solucién.

Se cumple:

ECUACIONES POLINOMIALES DE GRADO SUPE-
RIOR

Son aquellas ecuaciones polinomiales que se re-
ducen a la siguiente forma general:

1

Px)=apx"+ax" '+ ... +a,_x+a,=0

Donde:ag #0,neZ A n=>2

Resolucién:

Para resolver estas ecuaciones se han desarrolla-
do una diversidad de técnicas y artificios, que en su
mayoria permiten hallar los valores aproximados
de sus raices.

En el presente capitulo, bajo ciertas condiciones la

resolucion de algunas de estas ecuaciones hace
uso de los siguientes teoremas:

Teorema |

Toda ecuacion polinomial de coeficientes reales
admite raiz imaginaria (a + bi), siy solo si (a — bi)
es raiz imaginaria, donde b # 0.
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Teorema ll

Toda ecuacién polinomial de coeficientes raciona-
les tiene raiz (a +{b), siy solosi (a — {b) es raiz,

dondea €®, b eI

Teorema Il

Toda ecuacién polinomial de coeficientes ra-
cionales tendra como raices a J{a+1b,

{a —{b; —{a —{b; —{a + b si y solo si una de

ellas esta presente ({a, {b son irracionales). En
seguida analicemos algunas ecuaciones polino-
miales de grado superior muy importantes.

ECUACION CUBICA

Llamada también ecuacion polinomial de grado 3
cuya forma general es:

[a® +bxX +cx +d=0a#0]|

Mediante la sustitucion x por (x —~-3%> se puede

obtener la siguiente ecuacion en x

0

Para solucionar la ecuacion anterior, definamos

= (g)z + <%)S Entonces las raices de (l) seran:

X4

3l 9. gn a9 %
-2 40 42

:343 j_ 3/ S, g 2
Xz J 2+ AW+V 5 AW
X3:31/—%+/Kw2+3‘/7§, AW
donde: W:71+§i/i:,/7_1

2 2
Ejemplo:

Resuelva: x° — 15x — 126 = 0

Resolucién:
{A=62;: x,=5+1=6

x2:5(—%+gi)+1(7%7§|)
SRR RIS

. CS={6;—-3+2{3i;—3-2{3i}
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ECUACION BICUADRADA

Es aquella ecuacion de cuarto grado que presenta
la siguiente forma general:

ax® +bx? +c=0;abc#0|

Teoremas
Sea la bicuadrada en x:
ax* +bx? + ¢ =0;abc#0

Si m y n son dos raices no simétricas, entonces:
—m y —n también lo seran.

Luego:

CS = {m; —m; n; —n}

m? + n? = —b/a

m®n? = c/a

Reconstruir una ecuacién bicuadrada. Cono-
ciendo dos raices, cuya suma no sea cero, (no
simétricas).

Una ecuacion bicuadrada en x, donde dos de sus
raices son my n (m + n # 0) viene dada por:

x* = (m? + n?x% +m*n? =0 l

ECUACION BINOMIA
Es aquella ecuacion de dos términos y que presen-

ta la siguiente forma general: m

donde: ab#0;neZAn=3

Para resolver esta ecuacion podemos aplicar pro-
ductos notables o los criterios de factorizacion, asi
como también las aplicaciones de los numeros
complejos.

En:ax”+b:oﬁxn=*2sznv[—§
a a
; b( - _n_b —nggn
Luego: S'-E\O—x- a(1)_~ a‘ﬁ
T (2kn\ . .. [2k¢
= |x ="-L2lcos 2kn
X =y a‘”o ( = )+|sen( S )

K=0:1:2 .:(n—1)

Si: bla > 0 :x:,nIE(_1,:nv’E,nﬁ'i
a a

(2k + 1)m
BlonlE,

en<‘(2k :]— Hn )l

= |x = cos

k=012 . (R =1)

ECUACION TRINOMIA

Es aquellé ecuacion de tres términos y que presen-
ta la siguiente forma general:

ax® + bx" + ¢ =0, donde: abc£0neZAn>2

Para su resolucién haremos un cambio de variable:
x" =y, formandose una ecuacién cuadratica cuya
solucion es sencilla, proporcionando luego las so-
luciones de vy a la variable original x" originando
ecuaciones binomias, de resolucién ya conocida.

En la ecuacion: ax*" + bx" + ¢ = 0 hacemos:
"=y .1
—b+4b%— 4ac

2a

b+ {b? dac, ,, = =b=1b?—dac

2a 2 2a

—ay’+by+c=0 =y ,=

=Y =

En (1):

= —b+{b? - dac . X:n/fb+¢b274ac
2a 2a

yh = —b—1b"—4ac lo? - 4ac

et —b —{b% - 4ac
2a 2a

POLINOMIO RECIPROCO

Dado el polinomio P(x) no constante y de grado
n con término independiente no nulo diremos que
P(x) es reciproco si y solo si se cumple:

P(x) = x" P(%)

« PX) =23 -7x2-7x+2
< P(x) =6x* + 35x° + 62x% + 35x + 6

ECUACION RECIPROCA

Es aquella ecuacion cuyos coeficientes de los tér-
minos equidistantes de los extremos son de igual
valor; presentan la siguiente forma general:

n-1 2

ax" +bx" '+ ex" %+ .+ +bx+a=0

Donde: neZ/n=2



Estas ecuaciones si presentan como solucién a
m, entonces también aceptaran como solucion a
x = 1/m, como m y 1/m son reciprocos y raices de
la ecuacion, a esta singularidad se debe el nombre
de ecuacion reciproca.

Para la resolucion se debe agrupar los términos
equidistantes de los extremos, factorizar x"? (si n
es par) para luego realizar el siguiente cambio de
variable:

X+ 1=y -2

3

X+1x =y :{

x3+1/x3:y -3y

Ecuacioén reciproca de grado par. Como casos
particulares podemos indicar las siguientes ecua-
ciones:

ax* +bx® +cx? +bx +a=0

ax® +bx®+cxt +dx® +cx? +bx +a=0
Ecuacién reciproca de grado impar. Como ca-
sos particulares se tienen ecuaciones de la forma:
bx5 + bx* + cx® + cx? + bx + a = 0

ax’ +bxC+cex® +dx* +dx® +ox? +bx +a=0

Esta ecuacion tiene como solucion a: x = 1vx = —1,
entonces se podra aplicar la regla de Ruffini para
tener una ecuacion de grado menor a la respuesta.

ECUACION FRACCIONARIA
Es aquella que se presenta como la division de dos
f(x)

) =

polinomios, cuya forma general es:

donde h(x) es un polinomio no constante.

Resolucion:

Para resolver esta ecuacion, se sugiere seguir, los
siguientes pasos:
. . o f(x
*  Asegurar la existencia de la expresion m
X
para lo cual se debe asegurar que h(x) # 0.
De aqui se obtiene un conjunto de valores que
puede asumir la incognita.

s Procurar, en lo posible, transformar la fraccio-
naria, en una polinomial, cuya resolucién la
conocemos obteniéndose un conjunto solu-
cion.

. Finalmente el conjunto solucion de la ecua-
cion fraccionaria, es la interseccion de los
conjuntos obtenidos en los pasos anteriores.

Alcesra | 69

SISTEMA DE ECUACIONES

Se llama asi al conjunto de ecuaciones lineales
con dos 0 mas incégnitas, las cuales pueden verifi-
carse para algunos valores asignados a sus incog-
nitas o tal vez nunca se verifique:

Ejemplo:

Xx+y=2 es un sistema lineal de dos ecua-
X-y=4 ciones con dos incognitas
X+y+3x=5 es un sistema lineal
2x+y—-z=4 =  de 3 ecuaciones con

7x +9y - 2z=14 3 incognitas

Sistema lineal homogéneo. Es aquel sistema
donde sus términos independientes son iguales a
cero.

Ejemplo:
2x +5y=0

= sistema lineal homogéneo
3x—-7y=0

5x+7y +2z=0
2x-y—-z=0 = sistema lineal homogéneo
x+y+z=0

Solucién de un sistema de ecuaciones lineaies
Es una coleccion de numeros que verifican en forma
simultanea a un conjunto de ecuaciones lineales.

Ejemplo:

El par ordenado (2; 3) es solucion del sistema:
X+y=5
2x+y =i

pues si asignamos a x el valorde 2 y ay el valor de
3, entonces se verifican ambas ecuaciones.

Solucioén trivial de un sistema lineal. Se llama
asi cuando la coleccidon de numeros esta formado
por ceros.

Por ejemplo: (0; 0), (0; 0; 0), (0; 0; 0; 0), etc.; son
soluciones triviaies.

Sisterna de ecuaciones que presentan solucio-
nes triviales. Los sistemas de ecuaciones lineales
que son homogéneos, son los que presentan solu-
ciones frivales, asi por ejempio:

3x+2y+z=0
x+y+z=0
x—y-z=0
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Es un sistema de ecuaciones lineales homogéneo
que tiene como solucién (0; 0; 0).

El conjunto soucién de un sistema de ecuacio-
nes. Como el conjunto formado por las soluciones
del sistema lineal. g

Conjunto solucién de un sistema lineal que no
presenta solucion. Es el conjunto nulo o vacio, es
decirr CS={}0oCS =9

DE ACUERDO A LA CANTIDAD DE SOLUCIONES,
¢{QUE CLASES DE SISTEMAS DE ECUACIONES
EXISTE?

Existen las compatibles determinadas, compati-
bles indeterminadas e incompatibles.

Propiedades
Sea el sistema de ecuaciones lineales:
ax +by=c
mx +ny=p
Entonces se cumple:

1. cuando se tiene solucién Gnica (c.

determinado)

2. [an =bm A bp = nc|cuando tiene infinitas so- -

luciones (c. indeterminado)

3. [an = bm A bp # nc]cuando no tiene solucién

(incompatible)

REGLA DE CRAMER

Sirve para resolver sistemas de ecuaciones linea-
les con 2 o mas incognitas.

Sea el sistema siguiente: ax + by =c

mx +ny =p
Se define:
As:la b‘; i ‘cb , Ay:‘a o
m n pn m p
Donde:

As: determinante respecto al sistema
Ax: determinante respecto a la incognita x
Av: determinante respecto a la incognita y

Para hallar los valores de x e y se utiliza las si-
guientes relaciones:

b: Ax/As ‘

ly = Ay/As \

EJERCICIOS RESUELTOS

Hallar las raices de la ecuacion:

X(x-23) a-x_a-x_ _a?
fbc lc b loc
Resolucion:

Multiplicando ambos miembros de la ecuacion
por {bc, se obtiene:

x(x — 2a) +4b(a — x) — ¥c (a — x) = {bc — a?
Ordenando e igualando a cero:

x2 —2ax +aib — {bx —aic + {cx = {bc — a?
x2+({c —{b—2a)x+adb —alc —fbc+a?=0
x>+ ({c —4b —2a)x+(a++b)a-{c)=0
[x—(a+4b)x=(a=Ac)]=0

Igualando a cero los factores y. despejando:
x;=a+ib A x,=a-{c

¢ Cuales son los valores de p y q, para que las
raices de la ecuacion: x* + px + g = 0, sean
tambien p y q?

Resolucién:
Sean x; Y X, raices de la ecuacion:
X 4+px+q=0
Pordato: x4 =p; X =q
Por propiedad de las raices de una ecuacion
de 2.° grado: x4 + X, = —p
X1X2 =q
Reemplazando los valores de x4 y x, por ra-
zén de enunciado: p+qg=-p = q=-2
pg=q = p=1

¢ Qué valor debe tener c, en la ecuacion:

x? 4+ 8x + ¢ = 0 para que una raiz sea inversa
de la otra?

Resolucién:

La ecuacion: x> —8x +c¢ =0

Sean sus raices: X Y X,

Por propiedad de las raices en una ecuacion
cuadratica: x;xz =c/1... (I)

Por dato del problema: xix, = 1

(El producto de dos cantidades siendo una la
inversa de la otra siempre es la unidad)



Reemplazando en (l):
1=c1 =1=c¢

En la ecuacion: 2x? — (m — 1)x + (m + 1) = 0,
¢,qué valor positivo debe darse a m par que
las raices difieran en uno?
Resolucion:
Sean x4 Y X, las raices de la ecuacion:

2% —(m—1x+(m+1)=0
Pordato: x; —x, =1 ... (I)
Por propiedad de las raices:

— (=1

(I

2
(m+1)
= L
X1X2 2 (1)
Sumando (1) + (1), se logra: x; = - ¢

Reemplazando este valor en (lll), se logra: x, = 2

Reemplazando x; y x, en (ll):

m+1

-1
g=M=1 ‘m =11
7 + 5 , donde: m

Hallar el producto de las raices de la ecua-
cion: Jﬁé‘ —-{x-2=5

Resolucion:

Setiene: x+3-{x-2=5

También: Yx +3 = 5+ {x - 2

Elevando al cuadrado:
X+3=25+104x-2+x—-2

= —20=10{x-2 . -2={x-2

La ecuacion no tiene soluciéon pues no existe
ningun numero real tal que su raiz cuadrada
sea negativa.

¢Cual es el valor de y en el sistema de ecua-
ciones simultaneas: 2x + 3y = 16

8x —2{y =36
Resolucion:
Sistema: 2x +3{y =16 .. ()
8x—2{y=36 .. (ll)

Multiplicando la (1) por —4:
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—8x —12{y = -64 ... (lll)

8x —2{y =36 L (V)
Sumando () + (IV):
—14fy=-28 = Jy=2 ..y=4

Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

5{x -3fy =3

25x — 9y = 81

encontrar el valor de (x + ).
Resolucion:

Elsistema: 5{x -3{y=3 .. (l)

25x —9y =81 .. (ll)
e (I1): (54— (3{y )/ = 81

(5Vx +3{y).(5{x —3{y) = 81
De (I): 5x + 3]y = 27 (i
Sumando miembro a miembro (1) + (lII)
Selogra: 10{x =30 =x=9
Reemplazando en (Il): 25(9) — 81 =9y
De donde: y =16
Sepide: x+y=16+9=25

Dado el sistema de ecuaciones:
x—=y=13
{10x — {10y = 1,0

encontrar el valor de (x +y)

Resolucion: »
El sistema: x —y=1,3 (D)
{10x — {10y = (1D

De (I): (X + {y){x ={y)=13 .. ()
De (I): 10({x —{y) =1

x-ly)=-L LV
({x N)% (V)

Reemplazando (V) en (Ill):

K+fy)—==13
(P + 1y o
(Ix +{y)=1.3"10 (V)

Sumando (V) + (V) miembro a miembro:
2{x = 1,310 + —— = x=49: y=36
{10

_Sepide: x+y=49+36=8,5
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EJERCICIOS PROPUESTOS 1
Resolver:
—3(2x+7)+ (-5x+6)—8(1—2x)— (x—3)=0
a)2 b) -3 c)4
d)5 e)7
Resolver: x — (5 —x) =3 — (—=2x + 8)

a) 5/2
c) 1
e) incompatible

b) 0
d) indeterminado

x—1 x-2 x-3 _ x-=5

Resolver: 5 3 =
a)1 b) 5/7 c) 3/8
d) 2/9 e) 11/7
Resolver: X=3 - _X=2
esolver > 3
a)1 b) 2 c)'3
d)4 e)5
A 1_1
Resolver: -(x+3)+54§(x—1)—(x—3)
a) 13/5 b) 18/5 c) 3/2
d) 8/5 e) 18/15
. B _3x-1 2(x+2\ 1
Resolver: 2x (2x = )_ 3< = ) T
ay1/13 b) 2/13 c)7/19
d) 13/15 e) 19/23

Resolver: (x —2)% =1 + (3 — x)?

a3 b2

Resolver: (4 — 5x)(4x —5) = (10x — 3)(7 — 2x)

a) 1/15
d) 4/9

b) 2/35
e) 3117

c)1/35

Resolver: (x + 3)° —x® — 9x* = 54

a)0  b)-1 ¢)1

4 4
Resolver: x — 5+ —t— =7 —x
esoiver. X <—6 +X—6

1.

12.

13.

14.

15.

16.

a)6
c)6y —6
e) incompatible

b) -6
d) indeterminado

Resolver: x —4 +2{5 - x = 8 — x + 20 — 4x

a)6
c)-6y6
e) incompatible

b) -6
d) indeterminado

Hallar el valor de x en:
5 (x+1°—4

22" -2  * 2
a)xeR byx=0 c)x=1/3
dxeR-{2} e)x=3/2 '
Resolver: 11 = 11

3+ 3+
81—x X+ =
5
a) 4 b) 31 c)2.g_
d)3 e)1

En la siguiente ecuacion:
X+ 1)+ (X+2)+(Xx+3)+..+(x+n)=n
donde: ne Z A n = 2000; el valor de x es:

(2n+1) (n+1) 3n
2 ®) — © 5
d) % e) @%1—)

Hallar el valor de x en: X=28 _X—-b _x—¢

ab ac bc
e e
Luego de resolver: M = 3 indique
Ix+1-2{x

el valor de Vx "+ 1



17.

18.

19.

20.

21.

a)4 b) 3,5 c)3
d)2,5 e)2
Hesaiyer, TE—A B0
b a

a)a+b bya—-b c)a
d)b e)ab

. a ay b b\ _
Resolver: B<1 7;)+5(1 ~;) =1
a)a+b b)a-b c)a
d)b e)ab
Resolver: —X=1 __1-X .-

Xx+a—-b x—-a+b
aja-b b) (a — b)? c)a+b
d) (a + b)? e) ab

Resolver: 2x +3y =8 A 4x + 5y =14
calcular xy

a)1 b) 2 c):3

d)4 e)5

Resolver: 2x +3y=-2 A S5x+7y =11
hallar x +vy.

a) —20 b) 10 c) 15
d)4 e)3

- 25,
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22. Sii 7x—9y =39 A 2x—16 =5y
indique xy
a) —6 b) 1 c) —1
d) 15 e) 18
23. Resolver: 30x — 23y = 136 A 24x + 47y = —22
hallar xy
a)5 b) -2 ¢} —15
d) -18 e) -6
24. Resolver: x+1=1/2y) A x—=1=1ly
hallar: xy
1
- — b) -3
a) 2 ) c)12
d) 3/4 e) 1/4
Resolver: ;4*%:2 A xX—y=4
calcular: x +y
a)3 b)7 c) 10
d) 12 e) 15
0 1.d 6.c 1.e 16.a 21.c
g 2.d 7.a 12.d 17.b 22 a
< 3. b 8.c 13. a 18.a 23. e
o I 9.¢ 14.c 19.b 24.d
Ol 54 10e 15b 20b 25 ¢

L




DESIGUALDADES E INECUACIONES

DESIGUALDADES
Es aquella comparacién que se establece entre
dos numeros reales, mediante los simbolos: <; <;
> 2
Luego, seana, bR
Si: a > b se lee a es mayor que b

a < b se lee a es menor que b

a=> b se lee a es mayor o igual que b

a <b se lee a es menor o igual que b

Definiciéon de >y <

Dadosa,beR

1. a>bsiysolosia—bes positivo
2. a<bsiysolosib — aes positivo

Ejemplos:

0 3 <5porque 5 -3 =2y 2 es positivo

. —10 < —6 porque —6 — (—10) = 4 y 4 es positivo.
. 7 >2porque 7 — 2 =5y 5 es positivo.

. -2 > -7 porque —2 —(—7) = 5y 5 es positivo.
. % > % porque %*é = % y T% es positivo
Definicion de <y >

Dadosa,beR

1. a<bsiysolosia<boa=b

2. a=bsiysolosia>boa=b

Las propiedades a < b,a >b,a<bya=bse
denominan desigualdades. En particular,a < by
a > b se llaman desigualdades estrictas, mientras
que a <bya > b reciben el nombre de desigualda-
des no estrictas.

De la definicién de <y >

a >0 siy solo si a es positivo

a <0 siy solo si a es negativo

LEY DE TRICOTOMIA
Para cualquier numero real “a”, una y solamente
una de las siguientes relaciones se cumple:

a<0va=0vVv a>0
Corolario. Para cualesquiera dos elementos a,

b € IR, una y solamente una de las siguientes rela-
ciones se cumple: a<b v a=b Vv a>b

Prueba. Sean a y b nimeros reales, entonces (—b)
también es real, luego por la Ley de Clausura para
la adicién (+) en IR se tiene que a + (—b) es real,
es decir (a — b) € IR.
Aplicando la Ley de Tricotomia para (a — b) € IR:
a—-b<0Vva-b=0Vv a-b>0equivalente-
mente (por las definiciones (1), (2) sobre < ; >y
por el principio: la diferencia de dos nimeros es
cero si y solo si son iguales).
a<bva=bva>b

TEOREMA Y PROPIEDADES DE > Y <
Dados a, b, c,d e R,

1. Sia>0yb>0,entoncesa +b >0

2. Sia>0yb >0, entoncesab >0

3. Sia<byb <c, entonces a < c; (propiedad
transitiva)

Sia <b,entoncesa +c<b +c
Sia<byc<d entoncesa+c<b+d

Sia <byc >0, entonces ac < bc

7. Sia<byc <0, entonces ac >bc

O Q1

La propiedad (1) anterior establece que la suma de
dos numeros positivos es positiva, y la propiedad
(2) establece que el producto de dos numeros po-
sitivos es positivo.

INTERVALOS
Sea | un subconjunto de IR (I C IR).

Decimos que | es un intervalo, si y solo si es el
conjunto de todos los numeros reales que estan
comprendidos entre dos extremos (que pueden ser
finitos o ideales), llamados extremos inferior y ex-
tremo superior.

CLASES DE INTERVALOS

Si | es un intervalo, puede ser: acotado o no aco-
tado.

Intervalo acotado. Es aquel intervalo cuyos extre-
mos son finitos.

El conjunto de los numeros x que satisfacen la des-
igualdad a < x < b se denomina intervalo abierto
y se denota por (a; b).

Por tanto: |(a; b) ={x/a <x <b}




B S N

P b x €{a; b)

Elintervalo cerrado de a a b es el intervalo abierto
(a; b) junto con los dos extremos del segmento a
y b, y se denota por [a; b]. Asi:

[[a; bl = {x/a <x <b} |

g1

a b

X € [a; b]

El intervalo semiabierto por la izquierda es el
intervalo abierto (a; b) junto con el extremo dere-
cho b.

Este intervalo se denota por (a; b]; de modo que

l(a;b]:{x/a<xib}‘

1

a b
Figura 1

X € (a; b]

Se define el intervalo semiabierto por la derecha
de manera similar y se denota por [a; b). Asi:

[[:b) ={x/a<x<b} |

._:)_. x € [a; b)

a b
Figura 2

El intervalo (a; b] se muestra en la figura 1, y el
intervalo [a; b) se presenta en la figura-2. Se utili-
zaré el simbolo +o (infinito positivo 0 mas infinito)
y el simbolo —c (infinito negativo o menos infinito);
sin embargo, tenga cuidado en no confundir estos
simbolos con nimeros reales, ya que no cumplen
las propiedades de dichos nimeros.

Intervalos no acotados. Es aquel intervalo donde
al menos un extremo es el ideal +o 0 —oc.

(a; +oo)={x / x > a}

(—o0; b)={x/x < b}

[a; +o0)={x/ x> a}

(=00 ; b]={x/x <b}

<—oc; +oo)=IR

_::r

= X € (a; +oo)

Figura 3
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PR

—o0 b
Figura 4

X € (—oc; b)

La figura 3 muestra el intervalo (a; +oc) mientras
que la figura 4 presenta el intervalo (—oc; b). Ob-
serve que (—oo; +o0) representa el conjunto de to-
dos los numeros reales.

Para cada uno de los intervalos (a; b), [a; b], [a; b)
y (a; b] los nimeros a y b se denominan extremos
del intervalo. El intervalo cerrado [a; b] contiene a
los dos extremos, mientras que el intervalo abier-
to (a; b) no contiene a ninguno de sus extremos.
El intervalo [a; b) contiene a su extremo izquierdo
pero no al derecho, y el intervalo (a; b] contiene a
su extremo derecho pero no al izquierdo.

Un intervalo abierto puede considerarse como el
intervalo que no contiene a sus extremos; por el
contrario, un intervalo cerrado puede conside-
rarse como el intervalo que contiene a todos sus
extremos.

En consecuencia, el intervalo [a; +o0) se conside-
ra como un intervalo cerrado porque contiene a
su Unico extremo a. De forma semejante, (—oc; b]
es un intervalo cerrado, en tanto que, (a; b) y
(—o0; b) son abiertos. Los intervalos [a; b) y (a; b]
no son abiertos ni cerrados. El intervalo (—oc; +oc)
no tiene extremos, y se considera tanto abierto
como cerrado.

OPERACIONES CON INTERVALOS

Sean Ay B intervalos, se definen y se denotan:
AuB={xeR/xeAvxeB}
AnNnB={xelR/xeAAxeB}
A-B={xeR/xeAAXx¢B}
CA=A°=A'"={xcR/xgA}

A' = complemento de A respecto a R
A'=R-A

Teoremas adicionales. Sean a, b, c, d, xeR
. vaeR a’>0

+ VabcdeR"/a<bAc<d = ac <bd
- ab>0 e (@a>0Ab>0)v(@a<0Ab<0)
. ab<0 e (a>0Ab<0)v(@<0Ab>0)

. a>0 e >0

. a<0 e

1
a
1 <o
a
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. Siay b tienen el mismo signo:

= a<xsh = inded
a x

« a<x<b b
a® % ¥ < b* isi0<a<b
=4 0<x*<max{a%b%;sia<0A0<b
b% < x% <a? :sia<b<0

. a+éz2:vae]R‘

: b+%<2vbem*

« a’+b?>2ab;vabelR
« a’+bp’+c?>ab+ac+bc;vVa b ceR

INECUACION

Es una desigualdad que se establece entre dos ex-
presiones matematicas las cuales tienen por lo me-
nos una variable, la cual se denominara incognita.

Esta desigualdad solo se verifica para algunos
valores determinados de las incognitas o tal vez
nunca se verifique. Por ejemplo, la desigualdad:
2x + 3 > x + 5 es una inecuacion porque tiene una
incognita x, y se verifica para valores de x mayores
que 2. También, la desigualdad: sen(x) + 2 = 5,
es una inecuacion que nunca se verifica, porque
los valores del sen(x) estdn comprendidos en el
intervalo [—1; 1] para todo x real, en consecuencia
sen(x) + 2 esta en el intervalo [1; 3] y ningutin valor
de este intervalo es mayor o igual que 5.

Solucidén particuiar. Es aquel valor (o valores) de
la incognita (o incégnita) que verifica la inecuacion.

Por ejemplo, en la inecuacion 2x + 3 > x + 5, una
solucion particular es x = 5, pues 2(5) + 3 > 5+ 5
es cierto.

También en la inecuacion x +y > 2, parax = 1e
y = 1 la inecuacion se verifica, pues 1 + 1= 2 es
cierto, luego (1; 1) es una solucion particular.

Conjunto solucién. Es aquel conjunto denotado
por CS que agrupa a todas las soluciones particu-
lares (si existen) de un inecuacion. Sila inecuacion
no tiene solucion, entonces diremos que el CS es
el conjunto vacio.

Resolver una inecuacion. Significa hallar un con-
junto solucion. La resolucion se realiza solo em-

pleando pasos equivalentes, por ejemplo, si que-

remos:

X+3>2x+5 o X +3+(=3) > +5+(-3)
83X 2% + 2
e 3X + (=) > X + (—2) + 2

e X>2
Graficamente:
(; X
—o0 2 +0

Luego: CS =[x eR/x >2} =(2; +o)

INECUACION LINEAL
Forma general: |[P(x) =ax+b=0|;, a#0
siendo: a, b R

Ejemplo:

Determine x enax +b>0;a <0

Resolucion:
ax+b>0= ax+b+(-b)=0+(-b)
= ax > —b;a<0
= l(ax) <] (=b); pues 1 0
a T a ' a
= X <,—p-
a
Graficamente:
X
—oC —bla +20
Luego: CS = {XEIR/XS——Q}:<—1;79-
a a

Criterio de los puntos criticos. Es utilizado para
analizar la variacion de los signos de los factores
lineales (de coeficientes reales) en una multiplica-
cion indicada.

Ejemplos:

1. SeaP(x)=(x—-2)(x—7)
Las raices del polinomio son: 2 A 7
Ubiquemos esos valores en la recta real.

—0 2 7 +0

Las raices del polinomio particionan la recta IR
en 3 zonas (intervalos):

¢ X€(-x;2) 2 x<2=x-2<0 A
x —7 <=5 <0, luego: (x —2)(x - 7) >0



e X€(2;7)=22<x<7=20<x=-2<5A
-5 <x—7 <0, luego: (x —2)(x —7) <0

e xe(7; +x) =2 X >7 = x —-2>5A
x—7>0,luego: (x —2)(x —7) >0
Graficamente: P(x) = (x — 2)(x — 7)

—aC 2 5 +o
2. Sea P(x) = (x — 4)(x + 1)(x — 7), las raices
son: —1,4,7.
Ubiquemos estos valores en la recta real.

- -1 4 7 +o0

Las raices del polinomio particionan a la recta
IR en 4 zonas (intervalos)

Analicemos las variaciones.

Factor [ x =4 | x+1 | x—=7 | P(x)

Zona
x<-1 - - — -
-1<x<4 = + = +
4 <x<7 ) + + = =
x>7 + + + +

q - - +

—x -1 4 7 +o

Si se tratara de resolver: P(x) > 0, tendriamos
que: el CS = (—1;4) U(7; +x)

Cuando formamos la inecuacion polinomial
los valores de las raices del polinomio toman
el nombre de puntos criticos.

3. SeaP(x) = (7 —x)(x —4)
Las raices son: 4 y 7 pero las variaciones de
signo cambian.

INECUACIONES CUADRATICAS
Son aquellas inecuaciones de la forma:
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‘;(x):ax2+bx+czol

siendo: a,b,celRAa#0

Resolucién:
Como (a # 0) dividimos a ambos miembros entre
a, teniendo cuidado el posible cambio en el sen-
tido de la inecuacion, entonces tenemos:
b
a
Completando cuadrados dentro del paréntesis.
a(x2+2x(£)+b—2—£2—+£)20

\ 2a) 4a% 4a° @

a(x2+ x+§->20

a«x+é%f~(§§j?9»20”4m

Pero recuerde que b? — 4ac es el jDiscriminante!,
denotado por A= b? — 4ac.

Vamos a reemplazar en (o) y tendremos:
by A
al(x+=) ———|=0 L
(( ’ 2) 432 )< o
Comenzaremos con el andlisis de los casos posi-
bles que dependen del discriminante.

Caso l. Si A= 0 reemplazando en (I), nos queda:

2
a(x + Eb_) = 0 cancelo a cuidandose de la varia-
a

cion de signo.

En este caso tenemos por ejemplo:

« (x—2P%>0 = CS =R pues VxR, cumple
al ser reemplazada en la inecuacion.

« x2—4x+4>0e(x —2)% >0, notamos que
se verifica x € R, excepto cuando x = 2.

. C8S=R-{2}

« x> —6Bx+9 <0« (x—3)° <0, obviamente la
inecuacion tiene el simbolo que hace que esta
inecuacion sea no verificable para algun valor
real. CS =0

«  (x—7)P2< 0e(x-7)* =0, entonces tenemos
que la Unica solucién es x = 7.

2 G ={7}

Caso Il. Si A= b? — 4ac > 0, reemplazando en (}),
tenemos luego de elevar al cuadrado y tomar raiz.

b {a?

a(<x+§a-) ~za—2)20
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Vamos a multiplicar por el inverso multiplicativo
de a y aprovechando la diferencia de cuadrados,
quedara:

(x+%+%)(\x+%-%)%0

y para resolverlo aplicaremos el método de jPuntos
criticos!, vamos a verlo mejor en algunos ejemplos:

Ejemplos:

1. Sea x? — 5x + 4 > 0, factorizando por aspa
simple, se tiene (x — 4)(x — 1) = 0. Los puntos
criticos seran: 1; 4 (que son valores que anu-
lan cada factor).

Reemplazamos en la recta numérica.

—0 1v Z +o0
Empezamos de derecha a izquierda con el
signo +, pues los coeficientes de x son positi-
vos, ademas tomamos la parte positiva, pues
el simbolo en la inecuacion es =.

Luego CS = (—oc; 1] U [4; +o0)

2. Seax? —4x — 5 <0, factorizando queda:
(x = 5)(x + 1) <0 = Puntos criticos: 5; —1

—0 —1 5 —+o0

25, C8 =i=1; B)

3. Sea (x — 2)(3 — x) = 0 entonces los puntos
criticos son: 3, 2. Cuando reemplazo en la
recta no empezare la variaciéon con (+), sino
con (=), ¢por que?

—oo 2 3 +o0
Note que es posible multiplicar por (—1) a am-

bos miembros y nos quedara (x— 2)(x — 3) <0,
ahora tenemos en la recta.

4 Sea(3—x)(5—-x)<0«e((x—-3)(x—-5)<0

—0o0 3 5 +o0
<. C8 =(3;15)
En lo posible, usted, ha visto las variables,

ahora analicemos que pasa cuando (A <0).
En el teorema siguiente:

Teorema (trinomio positivo). Sea:
P(x) = ax? + bx + ¢, dondea,b,ccRrna#0
Se cumple que: P(x) >0, vxeRe a>0 AA <O

Demostracion:

o2 _ by A
P(x) = ax +bx+c-a((x+z) *E)

Tenemos que a > 0y en el binomio:
(=)

~

2
(X +L) _ A
2al  4a?
+ocero TJ:T

El signo menos con el signo del discriminante se
hara todo positivo y suma de positivos haran que
P(x) sea siempre positivo, cualquiera que sea x € IR.

Ejemplos:
1. xX®+2x+3>0 = SuCS =R, pues

A=2%—4(3) = -8 <0, y su coeficiente princi-
pal es positivo.

2. x> +4x+7<0 = SuCS =g, pues
A= 4% — 4(7) < 0 y su coeficiente principal es
positivo
= 0 <x?+4x +7 <0=0 <0 jAbsurdo!
CS=o
Otraforma: x? +4x + 7 =x% +4x +4 + 3 <0
(x+22+3<0=CS=0
Un teorema analogo sera el siguiente:
ax’ +bx+c>0,vxeRa b ceRa #0

«a>0AA<0

Teorema (trinomio negativo). Sea:

P(x) = ax? + bx + ¢, siendo a, b, c €R, a # 0

Se cumple que: P(x) <0, VxeRea<0AA<O
Notemos que el producto:



( by¥ A
< —_— - — > P <0
(a<0)A {\x+2a) y= 0 x)

Inecuacion polinomial de grado superior. Que
tal si consideramos el polinomio de grado n:

P(x) =ax" + a,_1x" ' + ... + a;x + ag = 0 donde
a, # 0, ademas cadaa, €R; i ={0; 1;2; 3; ...; n}
Como nosotros recordamos por un corolario del
Teorema Fundamental del Algebra, se tienen n rai-
ces las que llamamos X4, Xo, X3, X4, ..., Xp-

Bien, si es que todas son reales, podemos facto-
rizar:

an(X — X¢)(X = X2)(X — X3) ... (X —%;,) =0
Entonces para resolverla le aplicaremos el método
de puntos criticos. Pero en general previamente
jsimplificar, algunos factores de los que ya
conocemos el signo! Para ello notemos que:

Teorema. Sean: x,acR

1. Si(x—a)""">0 e (x-a)=0:nelN
2. Six-a)"'<0 e (x-a)<0;nelN

Prueba. Si:

x—a"""'>0 & (x—a)*(x—a)=0
Pero (x —a)">0 = x—a=>0

Si: (x — a) = 0 multiplicando por (x —a)?" = 0
=5 (xia)2n+1 >0

Por ejemplo podemos resolver:
1. xX=—1Dx—-2)(x—-3)(x—-4)=0
Los puntos criticos son; 1; 2; 3; 4.

o+ - + = +

o= bt 5 3 4 oo
de lo cual CS = (—oc; 1] U [2; 3] U [4; +o0)

2. (x —1)%(x = 3)(x + 2)(x — 7)* < 0. Simplifican-
do(x—3)(x+2)<0
Los puntos criticos son: —2; 3.

—o0 -2 3 +o

Notemos que el CS = (-2; 3), pero jcuidado!
el factor (x — 1)2, cancelado, tieneax =1, que
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es un valor que anula el factor y que reempla-
zando en la inecuacion original tendriamos el
absurdo (0 < 0), esto quiere decirque x =1 es
un valor no soluciéon.

o CS=(-2;3) — {1}
Lo mismo pasa con x = 7, pero como no esta
en el CS no le afecta.

3. (=1 =X +x+ 17 (x2-5x—6)>0
Simplificando (x* + x + 1)?7, pues x* + x + 1
es positivo, nos quedaria (x2 — 4)(1 - x)

(x*> — 5x — 6) > 0, pero podemos factorizar y nos
queda: (X + 2)(x — 2)(1 = x)(x = 6)(x + 1) > 0

B | 1 2 6 0
Luego el CS = (—o0; —2) U(—1; 1) U (2; 6)

Antes de estudiar la inecuacion fraccionaria e
irracional, veamos un concepto previo:

CONJUNTO DE VALORES ADMISIBLES (CVA)

Es aquel conjunto formado por todos los valores
que garantizan que una expresion matematica
quede bien definida; asi se tiene los siguientes
casos:

Expresiones polinomiales

P(x) = agx” + a;x® 2 + ax" !

+...+a,a#0;
nelZ”
S CVA=C={x+yi/xeR AYyER A i=+-1}

Expresiones fraccionarias. Como la division por
cero no esta definida, entonces el denominador no
puede ser cero.

Asi: f(x) = g((’;))

Expresiones irracionales. Estas expresiones
estan definidas sobre los reales R, de modo que:

"ix) e R
a. Cuandonespar ANeZ " An=>2Af(x)=0

b. CuandonesimparAncZ " An=3A
f(x) € (—o0; +o0)

~ CVA = {x e R/ Q(x) # 0}

INECUACION FRACCIONARIA

Son aquellas inecuaciones que se reducen a la si-
guiente forma general:
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P(x)
Q(x)

f(x) = 2 0; Q)] =1

donde Py Q son polinomios.

lQ(x)]: Grado de Q(x)

Resolucion:

Como Q(x) # 0 = Q3(x) >0

Multiplicando a ambos lados de la inecuacion si-
P(x)
Q(x)

quiente: > 0 por Q%(x) se tiene:

P (x)
Q?(x ( ) > Q¥(x)(0
™| gag) > FNO
Con lo cual el sentido de la desigualdad no se al-
tera.
Luego, simplificando se tiene: Q(x)P(x) > 0. Esto
ultimo seria inecuacion polinomial, siempre que
Q(x) # 0.
En resumen una inecuacion fraccionaria de la for-
P(x)
ma: —— = 0con Q(x) # 0
an (x) #
Sera equivalente a una inecuacion polinomial:
Q(x)P(x) = 0; con Q(x) # 0.

Ejemplo: 5
Resuelva: X=%+2
X“—6x+5
Resolucién:
Factorizando el numerador y denominador se tie-
o (x—2)(x—1) =
(x=5)(x—1)

Los valores admisibles seran todos los x € IR, ex-
cepto 5y 1. Es decir: CVA =R — {5; 1}

Procedemos a simplificar: i — ‘Z <0

Ahora transformamos a una polinomial ubicando el

denominador en forma practica al lado del numera-

dor, de modo que este multiplicando:
(x=5)(x—2)<0

Esta inecuacion se resuelve en base al método de

los intervalos para una inecuacion cuadratica:

£ /CS =[2:i5)
Notar que en 5 es abierto por el CVA.

ECUACION IRRACIONAL

Son aquellas ecuaciones de la forma: |P(x) = 0
donde P es una expresion irracional.

Resolucion:

Primeramente se determina el CVA, luego la ecua-
cion original se reduce a otra equivalente mas
simple y la soluciéon o soluciones de esta ultima
ecuacion se analizan si estd o no considerado en
el CVA.

INECUACION IRRACIONAL

Es aquella inecuacién que se reduce a la siguiente

forma general: | P(x) 2 0 | donde P es una expre-

sion irracional.

Resolucion:

+ Halleel CVAde P

. Mediante pasos equivalentes reducir la ine-
cuacion original y obtener un conjunto solu-
cion al cual le podemos llamar solucién parti-
cular (Sp).

. Para hallar el conjunto solucion final intercep-
tar el CVA con la solucion particular (Sp); es
decir: CS = Sp n CVA

Para la resolucion de inecuaciones donde interven- .
gan raices cuadradas podemos aplicar los siguien-
tes teoremas:

Teoremas. Sean a, b € R, entonces:

« Ja<be0<aA0<b A a<b?

« Ja<be0<aAn0<bnrac<b?
b<{ae(0<arb<0)v(0<arn0<bab’<a)

« b<{as@0<arb<0)v(0<ar0<baAb’<a)

Ademas podemos aplicar la siguiente propie-

dad: cuando una expresion "/f(x) se encuentran

multiplicando a otras expresiones matematicas
en un solo miembro y se tiene cero en el otro
miembro, entonces:

. Si n es par, se simplifica toda la expresion por
ser positiva.



+  Sin es impar, se reemplaza "f(x) por el ra-
dicando f(x); es decir se elimina el simbolo
radical.

Ejemplo:
IX—2(x¢-3x+2)20
Resolucion:
a) CVA'Xx—2>0 =x>2 = CVA=[2+x)
b) {x—2(x*-3x+2)>0
o x?-3x+2>0 e (x-2)x—1)=0
& X E(—o0; 1] U [2; +0) = Sp
. CS=SpnCVA=[2; +x)

Ejemplo:
Resuelva: ¥x —1%x -2 <0

Resolucion:

Eliminamos los radicales por ser de indice impar,
as (x —1)}(x—-2)<.0 ...CS=[1;2]

VALOR ABSOLUTO
El valor absoluto de un nimero real x, se define
como aquel nimero real no negativo que se denota
por |x|: donde:

Ix| {x si. X es positi\{o 0 cero
—X; Si X es negativo

Ejemplos: .

s |5| = 5; solo se borran las barras, pues 5 es
positivo.

L |=3] = =(—=3) = 3; al borrar las barras se cam-

bia de signo, de —3 a 3, pues —3 es negativo.

Observacion:

Sea x = p — a, reemplazando en la definicion, se
tiene:

p—a; si(u— a)es positivo o cero
lu—al = { —(u — a); si (u — a) es negativo
Entonces:

__,_ [ w—a;pesmayorquea
=12 = { a - u; uesmenorquea
Ejemplo:
. |f2_—1|:5—1;pues5esmay0rque1
«  |1=1{3]|=1{3-1; pues 1 es menor que {3
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Es decir, el resultado de aplicar valor absoluto a
una expresion matematica nos dara como resulta-
do siempre una expresion positiva.

En tal sentido, enunciamos las siguientes propie-
dades:

1. |x]=z0 ;vxeR

X2 =x?;vxeR

x|z x ;vxelR

|[=x| =[x]; vxeR

{x?= x| ; vxeR

Ademas, si x, y €IR, entonces:

6. Ixyl = Ixllyl

U ol

|x].
T §l=pyee

8. Ix+y<|x+]yl & x,yeR
9. x+yl=x+]yle xy=0
10. x4yl <|x]+]y] & xy <0

Ecuaciones con valor absoluto. Son ecuacio-
nes que se reducen a la siguiente forma general:

donde A es una expresion con valor absoluto.
Se pueden usar los siguientes teoremas:

1. xl=ae(x=aVv x=-a)A a=0
2. |x|=|bl e x=bVv x=-b

Inecuaciones con valor absoluto. Son aquellas
inecuaciones que se reducen a la siguiente forma
general: A(x) =0

Donde A es una expresion con valor absoluto.
Aqui tener en cuenta los siguientes teoremas:

1. |x|<b & b>0 A-b<x<b

2. |X|<b e b=0A-b=<x<b

3. X>b e x>bvx<-b

4. |xlzb e x=b vx<-b

Ejemplos:

Resuelva:

1. |x]<5 & -5<x<5 o CS=(-5;5)

2. " H>T7 & x>7vx<-7
& CS = (—o0; =7) U(7; +o0)

3. x+3£9e-9<x+3<9
©-12<x< 6 « CS=[-12; 6]

4 |x—2|25 e x-2=25vVv x-2<-5
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e xX=27VXx<-3

& Xx=27Vvx<-3

CS = (—o0; =3] U [7; +o0)
Para eliminar un valor absoluto generalmente este
debe elevarse al cuadrado, asi tenemos el siguien-

te teorema: l X Zlyl & x°zy? I

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Sixesmultiplode 17 quesatisfacelas siguientes

2 o —
desigualdades: 0 < w <A1

X(x +5)
Hallar el valor de x.
Resolucion: :
Representando convenientemente: C4.

5(x—=120)(x +5) _ 1
\ x(x + 5) )
Simplificando y teniendo presente que x es
multiplo de 17 positivo:
5(x — 120)
X
5(x —120)

>0 = x>120

<1 = x <150

Entonces un muitiplo de 17 en el intervalo:
120 <x <150 sera: .. x=136

2. Hallar la solucion de la inecuacion:

—x%+8x—-7>0 .5

Resolucion:

Setiene: —x?> +8x —7 >0
Multiplicando la desigualdad por —1:
XX —8x+7<0 A (x=T)(x—-1)<0

Posibilidades:

o X—=7>0A x-1<0
X=T X<

¢ X—7<0AX—-1>0
x <7 x>1

Solucionando la inecuacion: x <7; x > 1
CS=({1:7)

X2 — 3x + 2
X“+2x+ 6

3. Resolver la inecuacion: <3

Resolucion:
W=k 2

> 3<0
X +2Xx+6

Efectuando:

Dando comun denominador y multiplicando
2x2 4+ 9x + 16

por —1:
X%+ 2x + 6

0 . ()

Ademas: x° +2x + 6 = (x + 1)? + 4, entonces
siempre es positivo.

an 2x2 = 2,9, 81\ 47
También: 2x +9x+16_2[<x +2X+16)+—16]
2 9\2 47
9x + 16) =2 -4
@¢ +9x+16)=2 (x+ ] + 35,

entonces siempre es positivo.

*. («) siempre se cumple para cualquier valor
de x numero real.

Hallar la solucion de la desigualdad:
(4x + 8)(x2—1)
————— < —1;donde; x # 1

x—1

Resolucion:

Expresando convenientemente:

(4x +8)(x+1)(x = 1)

(x=1)

De donde: (4x +8)(x + 1) +1 <0

Mejor atin: 4x2 + 12x + 9 <0

Que se puede escribir: (2x + 3)? <0

Lo cual es absurdo ya que para todo numero al
cuadrado siempre sera mayor o igual que cero.

+1<0

Hallar los valores reales de x que satisfacen
simultaneamente las desigualdades:

32 +2x >0 y X +x2+x<0

Resolucion:
Expresando convenientemente:
X(3x +2) >0 (1)
12, 3.
X (x+§) +Z <0 .. (2
De (1):

e X>0 A 3X+2>0=2x>0AXx>—
= x>0

win

¢« x<0A 3x+2<0;x<0/\x<—%
2

= X< ——=

3



1 2
X+ =
(x+g)+

h.___v,—./
Siempre sera positivo.
Entonces la solucion unica: x <0
De (1) y (2): intersectando soluciones:

De (2): x <0

3
4

—-2/3 0 2/3

O

Solucién del sistema: x < —

X

Resol = = <=+5
ver: 5 A 3 + A% X ¥
Indique el mayor valor entero que la verifica.
a)0 b) 5 c)3
d)6 e) no existe

Resolver: 3x£ 4 + Sx-6.7x-8

4 =2
Senale un valor que la verifica.
a) —1 b) 2 c}—=3
d)0 e)1
Resolver:

a(x +b)+b(x —a)>a’-b%a<b<0

Sefialando el mayor valor que puede tener x,

a)—-a+b b) b c)a
d) 2 e)a—b
Resolver:

ax—b)-b(x-a)< a® —b%a<b

Sefialando el menor valor que puede tener x.

a)a b)a+b c)-a—b
d)b e)—b
Resolver: 0 <a <b
2bx +b\!'_ja—b\!
az—bz ( X ) ( 5 )

10.

1.

12.

13.

Awcesra | 83

a)x €(5; +) b) x €(—oc; 5)
c) x €[-5; +o0) d) x €(—oc; —5)
e) N.A.
-1
Resolver: _3ax__ _4 (ﬁ) X a1
aZz-1 a+1 5 a-1
Sefiale su conjunto solucion.
a) (1; +oc) byxeo
C)R —[1; +0) d) (—oc; 1]
e)N. A
Resolver: 2x — 8 + 6 < 7—X+L
x—3 X—3
a) X €(—o0; 5] b) x €(5; +x)

c)x €(9; 10)
e)xe(3;5)

d) x €(~cc; 5] — {3}

Resolver: x — 8 + 12_ >10 - 12
X—6

a)x €[6;9) b) x €[9; +)
c)x €[9; 9] d) xe [-9; +) — {6}
e)N. A.

Resolver: x* — 10x + 16 >0
a) X €(—o0; 2) U (8; +)
b) x €(2; 8)

d)xe(-2; -8)

c)xeR
e)N. A

Resolver: 2x? + 5x — 12 < 0
a) x € (—4: 3/2)

b) x € (—o0; —3/2) U (4; +0)
¢) X €(—oo; —4) U (3/2; +c)
)xe]R

e)N

Resolver: x° — 14x < — 49

a) x €(7; +oo) b) x e(-7; +)
)X E(—x; 7) d)x €(—oc; =7)
e)xew

Resolver: x? — 20x < — (25 + 3x?)
a)xeR b, xeR —{5/2}
C)XED d) x €{5/2}

e)x R — {2/5}

Resolver: x? + x <1 — x

ayxe[-1-42,-1+42]
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15.

16.

17

18.
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b) x € {—00; =1 —{2)U[=1 +1{2; +oc)
c)xeR —[-1-12;-1 +1{2]
d)xER (-1 —42;1+{2)

)

e) Hay 2 correctas

. Resolver: x> —5x +1=<0

a)xe(—5-421, -5+ 421)

b)x eR

d)xeo

Resolver: 3x? + x +8>0

a)xe{1-12;1+42)

b) x e R

C)XE®

dxeR -{1-42;1+42}
e)xeR - {2}

Resolver: 5x? — 2x + 10 < 9

a)xeR
b)xc(1~r1+/_>
c)xeR - {1-43;1+{3)
d)xe@
e)N
Resolver: (x — 1% — x* > — (x — 2)*dar el
conjunto no solucion.
a)x €[1; 5] b) x €[5; +o0)
C) X €(—o0; 1] d) x € (—ox0; 5]
e)xe(1,5)

Resolver: (x + 21)? + (x + 22)? = (x + 23)?dar
como respuesta el menor valor entero que no
verifica la inecuacion.

a) —21 b) —22 c)—23
d) —24 e) N.A.
19. Resolver: X = 30h2 . 3
x> +2x+5
a) x €(2; +) b)x €(-3; 3) \
c) x €(=3; +o0) dxeR
e)N. A
20. Resolver: |x + 1| = 2 sefalar el menor valor
entero positivo que verifica la inecuacion.
a)0 b) 1 c)2
d)3 e)4
21. Resolver: |2x + 3| = 7, determinar el nime-
ro de valores enteros que no verifican la
inecuacion.
a) 1 b) 2 c)4
d)5 e)6
22. Resolver: |2x + 5| = 3; indicar la suma de las
soluciones enteras.
a) —1 b) -3 c) —6
d)-10 e)—12
23. Resolver: |3x + 4| <5 sefalar la menor solu-
cién entera.
a) -5 b) -4 c)-3
d) -2 e) -1
m 1. b 6.c 11.e 16.d 21. e
';1 2. b 7.d 12.d 17.e 22.d
g 3. e 8. b 13.a 18 . a 23.d
- 4. b 9.a 14.c 19.d
Ol 5a 10.a 15b 20 b




PROGRESIONES

PROGRESION ARITMETICA (PA)
Es una sucesion de numeros, en la cual cada uno
de ellos se obtiene sumandole al anterior una can-
tidad constante llamada razon.
Simbolos:

ty: primer término

t,: término de lugar n o enésimo término

r: razon

n: nimero de términos

S,: suma de n primeros términos.
Representacién de una progresion aritmética:

+t, to, ta,

Por definicién: t, =t, _4 +r

De donde:

rtn— 1v{ﬂ

r=t,—t_4

La progresion aritmética es creciente cuando la
razén es positiva y es decreciente cuando la ra-
z6n es negativa.

PROPIEDADES

1. Valor de un término cualquiera:

t=t +(n—1)r

2. En una PA la suma de dos términos equidis-
tantes de los extremos es igual a la suma de
los extremos.

SealaPA: ~ty..t).. t;... t,
Siendo t, y t, equidistantes de los extremos:

t o+t =t + L

3. Enuna PAde un numero impar de términos el
término central es igual a la semisuma de los

tit,
teentral = 2

extremos:

4.  Enuna PAde tres términos, el segundo térmi-
no es media aritmética entre los otros dos.
Seala PA: + t, t5, t3

i+t
t2:1T3

5. La suma de los n primeros términos de una
progresion aritmética es igual a la semisuma
de los extremos, multiplicada por el nimero
de términos. Es decir:

S, =2t + (n — 1)

NS

Sn=(t +t)7 | =

Medios aritméticos o diferenciales: son los tér-
minos de una PA, comprendidos entre sus extre-

MOS. 24y, censessmanay tn
\__w_l

m medios aritmeticos

Interpolacion de medios aritméticos: es la ope-
racion que consiste en formar una PA conociendo
los extremos y el numero de medios a interpolar.

Sean los extremos ay b y m el numero de medios.

La razon de interpolacion es: | r, = b-a

m+ 1
Ejemplos:
1. Enuna PAseconoce: 13 +tg =257 (1)

ts +1o=99 ...(2)
hallar la razén y el primer término.
Resolucion:
Por la férmula: t, =ty + (n — 1)r:
ty =1ty +2r +
tg =1t + 5r i

ty +tg = 2t + 7r = 57 (1)

t5:t1+4r =+
tio =1t +9r

ts+ g =2t + 13r=99  ...(2)

Restando (2) — (1) : 6r =42;r =7
En(1): 2ty + 7X7 =57;2t; =8;t, =4
wr=it =4

2. EnlaPA: = ... 5 ., 47, .., 159, el nimero
de términos que hay entre 47 y 159 es triple
del numero de términos que hay entre 5y 47.
Hallar la razén de esta progresion.

Resolucioén:
Considerando la PA de razon r:
Por dato: = 5, ..... 47, ... , 159

N an
De intervalo con extremos 5y 47
p=2=5_ 42
n+1 n+1
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Del intervalo con extremos 47 y 159:
F 159 —47 _ 112 N0
3n+1 3n+1

como se trata de la misma P.A. (1) y (Il) son

) 42 112
les, ent L= . d de:
iguales, entonces 1T Br e donde
42
n=5susten(l) r=—=7 .. r=7
ust.en (I): =577

3. El guardian de un pozo de una hacienda ha
plantado a partir del pozo, cada 5 metros y
en la direccion norte, un total de 27 arboles
y puede sacar agua del pozo cada vez para
el riego de un solo arbol. ;Cuanto tiene que
andar para regar los 27 arboles, sabiendo que
de pozo al primer arbol hay 8 m de distancia?

Resolucion:
T 8o as &
: §8m—'—5m—1—5m—|—5m—t— e

1. El espacio que recorre para llevar agua
al primer arbol y regresar al pozo es:
8+8=16m.

2. El espacio que recorre para llevar agua
al segundo arbol y regresar al pozo es:
13+13=26m.

3. Para el tercer arbol: 26 + 10 = 36 m.

Asi, sucesivamente.

La distancia total recorrida es:

S=164+26+36+...

Como la suma es de 27 sumandos:

So7 = (2t + 26r) 27/2; sust. datos:

S,7 = (2 x 16 + 26 x 10) 27/2; efectuando:

S,7 = 3942 m.

PROGRESION GEOMETRICA (PG)
Es una sucesion de nimeros en la cual el primer
término es distinto de cero y cada uno de los tér-
minos siguientes se obtiene multiplicando al an-
terior por una cantidad constante, llamada razén
de la PG.
Simbolos:

ty: primer término

t,: término de lugar n o término enésimo

g: razén

n: nimero de términos

S,: suma de n términos.
P.: producto de n términos
Representacion de una progresion geométrica:

=ttty i ity

Por definicion: t,=t,_4«q .. |9 =

i
E La razon de una PG se halla dividiendo dos tér-
\  minos consecutivos.
\

PROPIEDADES

1. Un término cualquiera: (1)

2. Larazon de un PG el producto de dos térmi-
nos equidistantes de los extremos es igual a
producto de los extremos.

Sea la PG:
S O VIS S A AP 1S
donde t, y t, son equidistantes de los extremos
totg =t ty
3. EnunaPG de un ndmero impar de términos el

término central es igual a la raiz cuadrada del
producto de los extremos.

Jut

Il

toen(ral

4.  Enuna PG de tres términos, el segundo térmi-
no es media geomeétrica entre el primero y el
tercero. Sea: +ty 1t {3

it ta

t

5.  Enuna PG limitada de n términos, el producto
de sus términos es igual a la raiz cuadrada del
producto de sus extremos, elevado al numero
de términos de la PG.

Po= {(tit,)

6. La suma de los n primeros términos de una
PG limitada, es:

qtn_t1
Sp= —— 2
=gt | @




Sustituyendo (1) en (2), se obtiene otra formula:

n-14
S, = M; de donde:
q-1
n
Sn:t1(q _1)
q-1

7. El limite de la suma de los términos de una
PG decreciente ilimitada es igual al primer tér-
mino dividido entre la diferencia de la unidad y

larazén:| S =

para una PG decreciente: 0 < g < 1 cuando
n — « (se lee: n tiende a infinito).

Medios geométricos o proporcionales: son los
términos de una PG comprendidos entre sus ex-
tremos:

m medios geomeétricos

Interpolar medios geométricos entre dos nume-
ros dados. Es formar una PG entre dichos nume-
ros. Sean los numeros ay b y el numero de medios

m, la progresion geométrica sera. <-a: ...... 1 b
W_/
m
m+1 9

La razén de interpolacién es: |q, =

Ejemplos:
1. Hallar el término de lugar 16 en la PG:
1 1. 1.

2567128 64"

Resolucion:
1 1
Datos: ty = —=—:n=16;q=2
"7 256~ o8 i

Aplicando la formula: t, = t;q" =

Se tiene: t;g = (%)(2)15 1= <§)215 =27
oty =128

2. Enuna PG seconoce que:t; =1/2,t3 =1y

t, = 256, hallar la razén y el numero de tér-
minos.
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Resolucion:
Por formula: t; = t; g°

Sust. datos: 1 = %q2 >q?=2= q=42

Por la formula: t, = t;q" " sustituyendo:

256:(%)(5)”’1

n-1
2

512 = ({2 12 2°=(2) 2 - de donde:

9:”7*1:18:n—1 . n=19

En una PG el primer término es 7, el ultimo es
448 y la suma 889. Hallar la razén y el nUmero
de términos.

Resolucién:

Por la formula: t, = t,q" ~ ': sustituyendo datos:
448 =7q" ' = 64 = q"/q, de donde:

q" = 64q - (1)
n_1
Por la formula: S, :tw(q )
q-1
n
Sust. datos; 889 = 7( d 1)
n_
127=9-1 (o
q-1
64q — 1
Sustituyendo (1) en (2): 127 = qq 17 de

donde: q =2
Sustituyendo en (1):
2"=64x2=128=2" -.n=7

El limite de la suma de los infinitos térmi-
nos de una PG decreciente es el doble de la
suma de sus n primeros términos. Hallar la
razon.

Resolucion:

El limite de la suma de los términos de la PG

t
infinita es: ImS = —— . (1)
1-q
siendo la suma de los n primeros términos:

ty(1 —q")
= 1%1_(1_ (2
-q
Por condicion del problema: 2S,, = lim S

Sy
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Sustituyendo (1) y (2) en esta condicion del

_tl_; simplificando:
1=q

1
21 —gq") = —q" ==
(1-9d)=1=1-g¢ 5

n
problema: 2‘[1(_1 —4q ):
1-4q

n 1 n 1. % 1
ol = ks an @R = A0 : _n/_
q =q ; de donde: q

Si a los nimeros 3; 7 y 13 se les suma una
misma cantidad resulta, en ese orden, una
progresion geométrica. Determinar la razén
de dicha progresion.

a)0,6 b) 1,2
d)2,5 e)3

c)1,5

Mostrar los cuatro medios geométricos inter-
polados entre 160 y 5.

a) 5; 10, 20; 40

c) 80, 40, 20, 10
e) 10, 30, 90, 120

b) 10; 30; 60, 90
d) 120, 90; 60, 30

Segun:

=(x—=3):x:(x+12)

=y X (y +3)

+2y:2x:z; calcularz

a) 12 b) 16 c) 20
d) 24 e) 32

Los términos de lugares 2a y 2b de una pro-
gresion geométrica son, respectivamente, m?
y n?. ¢ Cual es el término de lugar a + b?

b) (mn)?
e)m? + n?

a) mn
d) (m + n)?

c) mn/2

De una P.A se tiene:

S, —a, = (n — 1)(n + 3); donde:

a,: término general

S,: suma de los n primeros términos

Si n es impar, proporcionar el término central.

ayn+1
dn+4

byn+2
eyn+5

c)n+3

10.

1.

12.

13.

En la progresiéon: + a, b, ¢, d la suma de sus
términos es n y la razén es 2n. Hallar: a2 — d?

a) n? b) —3n? c) 6n?
d) —4n? e) 12n?
Dada la progresion aritmética:
2

% = ; L ; L , obtener: —2

a+b b+c c+a b2 4 2
a)2 b) 4 c)1
d) 1/2 e) 1/4

El término en la posicion 17 de: +8:32:128 : ...
es igual a 2. Sefalar el valor de k.

a) 41 b) 39 c) 38
d) 35 e) 32

Las edades de un padre y sus dos hijos es-
tan en progresion geométrica; el producto de
todas las edades es 1331. Indicar la edad del
hijo mayor.

a)7 b) 9
d) 13 e) 14

c)

Indicar el menor de 4 nimeros en P.G. sabien-
do que la suma de sus extremos es 140 y la
suma de los términos centrales es 60.

a) 4 b) 5 c) 10

d) 15 e) 45

En una progresion aritmética se conoce que:
a; =10 y ajp =7. Calcular el término ays
a)3 b) 2 c) -2

d) -3 e)0

Hallar lasuma: S=7 +13 + 19+ 25 + ... +
6n+1)

b) 2n? + 3n
e) 3n? — 4n

a)n? +2n c)3n? + 4n

d)2n? - 3n

De una progresion aritmética se sabe que:

a; +as =57

ag +a; =99

¢ A qué intervalo pertenece la razon?

a) [0; 6> b) <0; 5] c) <5, 7>
d) <6; 7] e) <-1;0>



14.

15.

16.

17.

En una P.A la razén y el nimero de términos
son iguales, la suma de los términos es 156 y
la diferencia de los extremos es 30. Calcular
el dltimo término.

a) 29
d) 39

b) 35
e) 41

c) 37

Proporcionar la suma de los 20 primeros tér-
minos de la siguiente progresion decreciente:
L2

X, 2%, 3, ...

a) —500
d) -390

b) —420
e) —280

¢) —400

Se interpolan 5 medios aritméticos entre los
numeros 4 y 22. Calcular la razén de interpo-
lacion
a)2
d)5

b) 3
e)6

c)4

En la progresion: + 3, ..., 30, ..., p el nume-
ro de términos comprendidos entre 3 y 30 es
igual al nimero de los comprendidos entre 30
y p. Calcular la razéon si ademas la suma de
todos los términos es 570.

a)6 b) 5
d)3 e)2

c)4

18.

19.
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Si: a; b; c; d estan en progresién geométri-
ca, ademas: a — d = 7, calcular:
(@a-c)2+ (b-c)?+ (b—d)?
a) 91 b) 49

d) 19 e) 14

c) 34

Si al soltarse una pelotita desde 1 metro de
altura, esta adquiere en cada rebote los 3/4
de la altura anterior, calcular la distancia que
recorre hasta que se detiene.

a)7m b)6 m c)5m
d)4m e)3m
20. Sumar:

1 1 1 N1 1\ 11
1+z-3)*(3-5)* (s~ 72)* (6~ 25)*
a)2/3 b) 4/3 c) 8/3
d) 2 e)3

ﬂ 1.¢ 5d 9c¢ 13c 17.d
S| 2¢c 6b 10.b 14 e 18 b
€| 3¢ 7.d 11.b 15d 19.d
o

O| 4a 8d 12c¢c 16b 20.0b




LOGARITMOS

LOGARITMOS EN LOS REALES

Teorema de existencia y unicidad del logaritmo
Para todo par de nimeros reales a y b tales que
a>0,a#1yb >0, existe un Unico numero real x,
que cumple: a* = b.

Definicién de logaritmo. Sean los numeros reales
ayb,sia>0,a#1yb >0, el nimero real x se
denomina logaritmo del nimero b en base ay se
denota por log,b siy solo si a* = b.

x=logb & a=b

Donde: a: base del logaritmo
b: nimero del logaritmo
x: logaritmo de b en la base a

Ejemplos:

7\
1. 2=1logs9 & 3°=9
e =

P ,
2. 3=1l0g,8 & 2°=8
B

i+ log,1 =0 + log,a" =n
i+ loggna=1n .
L e log,a =1

Identidad fundamental del logaritmo

Sia>0,a#1 A b>0 secumple: |2 = b]

o 395 =5 o (2x)°% = a

Teoremas. Sea labasereal a, talque a >0Ara# 1
1. SeanAy B reales, tal que: AB >0

| log.AB = log,/A| + log,/B| ]

2. SeanAy B reales, tal que: A/B >0

log (A/B)= log,JA| — log, /B |

3. SeanAreal, n €N tal que A" >0

l0g,A" = nlog,|A|

4. SeaAreal talqueA>0,neN,n>2

log,"A = %logaA

5. SeaAreal talqueA>0, meR AneR

log,n A™ = % log,A; n#0

Corolario. Si se eleva a un mismo exponen-
te m (o se extrae raiz enésima) la base y nu-
mero del logaritmo, el valor del logaritmo no
se altera.

l log.A = log,mA™ = logn YA:A>0 |

6. SIA>0AB>0

| log,A=log,B &« A=B |

7. Cambio de base: Dado log,b € R

Sea:c>0Ac#1 =|logb= logcb
log.a
PROPIEDAD
= 1
I = | b 1 = — 1
ogpa = (log,b) oD’ a+

Regla de la cadena. Si:
a>0,a#1,b>0,b#1,¢>0,c#1Ad>0

Se cumple: | log,blog,clog.d = log,d

SISTEMAS DE LOGARITMOS

Cada base de logaritmos determina un sistema
de logaritmos en consecuencia existen infinitos
sistemas de logaritmos para una base positiva y
diferente de 1. Los sistemas mas importantes son:

Sistema decimal o de Briggs. Es aquel sistema
de logaritmos en el cual la base es 10.

Notacion: |log;oN = logN



Se lee: logaritmo de N

En general: logN = Parte Parte
entera decimal
A A

(caracteristicas) (mantisa)

Teorema. Sea N > 1; el numero de cifras en su
parte entera viene dado por:

numero de cifras N = caracteristica + 1 ]

Sistema hiperbolico o neperiano. Es aquel sis-
tema cuya base es el numero trascendente de
Euler:

L
=X ot

Notacioén: |log.N = InN

i +..=2,7182818...

—\|_\

9|—~
r\>|_.\
c.o|_;

Resultados importantes

+ In1=0 + loga=c« 10°=a
+ Ine=1 + log1=0
« Ine"=nneR log10 =1
Ine® =e loga
Inx <
. = >0
e X; X =T = logpa
|
« In :—OEJX>0 log10" =n
Inx
. | =—X> 0
ogx =.= 10
DEFINICIONES

1. Cologaritmo. Se define como el logaritmo en
base b del inverso multiplicativo de un numero
x. Asi:

cologyx = |09b<%)? b>0;b#1;x>0

Corolario:

cologpx = —logpx; ] b>0,b#1,x>0

2. Antilogaritmo. Se define como el operador
inverso del logaritmo y se denomina también
exponencial.

Asi: |antilogpx =b*; | b >0,b#1; xR

Avcesra | 91

PROPIEDADES

Seab >0,b#1

«  antilogp(logpx) = x; ¥ x e R"

. logy(antilogyx) = x; v x IR

+  antilogpx antilogyy = antilogp(x + )

FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMICA
Estas funciones se denominan trascendentes ade-
mas se caracterizan por ser una inversa de la otra.

FUNCION EXPONENCIAL DE BASE a
Sea a un numero real positivo y diferente de 1.

La funcion f: R — R definida por: f(x) =
Se denomina funcion exponencial de base a.

El dominio de esta funcion es Dy = IR y su rango es

= <0; +:>c>
Respecto a la grafica consideramos dos casos:
. Si0 < a <1, la grafica se muestra en la figura 1

« Sia>

1, la grafica se muestra en la figura 2.

0<a<1 a>1
Figura 1 Figura 2

Propiedades de la funciéon exponencial

1. Si0 <a <1, lafuncion f(x) = a* es decreciente
en todo su dominio.

2. Sia > 1, lafuncién f(x) = a* es creciente en
todo su dominio.

3. Lagrafica de la funcion exponencial de base a
pasar por el punto (0; 1).

4. Si0<a <1, entonces:
lim a*=+oc; lim a*=0
X — —00 X — +o0

5. Sia 1, entonces
I|m a*=0; lim a*=+x
X — 00 X— 4o

X
7. a*z2=2.a20
aZ
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FUNCIQN INVERSA DE EXPONENCIAL O FUNCION
LOGARITMICA

De las propiedades 1 y 2 deduce que la funcién
exponencial de base a dada por f(x) = a* don-
de a > 0 a # 1, es inyectiva en su dominio (IR) y
por tanto admite funcién inversa que es llamada
funcién logaritmica de base a y esta definida por:
g: (0; +=) — R tal que

g(x) = log,x (logaritmo de x en base a)

Dg =(0; +o0) yRg =R

En la figura 3 se muestra la gréafica de g(x) = log,x,
si0 <a <1yenlafigura 4 se muestra la grafica de
g(x) = logax, sia > 1.

%,
0<a<1 a>1
Figura 3 Figura 4

Por definicién de funcion inversa, tenemos:
1. fg(x)) = x, ¥x&(0; +o0) 0a%%* = x; ¥x € {0; +oc)
2. g(f(x)) =x, ¥x €R 0 logy(@) =x, yxeR

Enresumen: @’ = x < y = logyx
Por ejemplo, 3* = 81 < 4 = logs(81)

Propiedades de la funcion logaritmica de base a

1. Si0 <a <1, lafuncién g(x) = log,x es decre-
ciente en su dominio (R™).

2. Sia>1, lafuncién g(x) = log,x es creciente
en su dominio (R*).

3. La gréfica de toda funcion logaritmica pasa
por el punto (1; 0).

4. Si0 <a <1, entonces:
lim logax = +ooy lim log.x = —c©
x—=0% X — 40

5. Sia>1, entonces:

lim log,x = —0 ¥y lim log,x = +o0
x=0*t X — +00

LOGARITMOS NATURALES Y DECIMALES
Como e es un numero positivo y diferente de 1, las
funciones definidas por f(x) = e* (funcion exponen-
cial de base e).
g(x) = logex (funcion de base e)
Son tales que:
1. Df=IR, Rf=(0; +0)
Dg =(0; +o); Ry =R
2. Unaes inversa de la otra.
2<e<3
4. Sus graficas se muestran en la siguiente figura.

e

Observacion:
I. Alogex se denomina logaritmo natural o nepe-
riano de x y se denota como Inx.

II.  Alogqox se denomina logaritmo decimal o vul-
gar de x y se denota con logx.

Ill.  Por la formula de cambio de base, la relacion
entre Inx y logx, esta dada por:

Inx logx
I = —— o0 Inx = —— ; de donde:
ogx In10 o loge nee

logx = 0,4343 Inx o Inx = 2,3026 logx

IV. Aunque estas funciones son casos particula-
res de las funciones exponenciales y logarit-
micas es necesario recordar lo siguiente:

1. In(e*) = x 2. ™ =x

EJERCICIOS RESUELIOS

1" Hallar una expresion equivalente a:

X+ Ax2—1
X —Ax2—1

K =log

Resolucion:
Realizando transformaciones convenientes:

(x+ - 1) (x+ x2—1): (x+m)2
(x = —1) (x+ 2 1) xt(mf




X+ 12— 1 X2+ 2xix? — 14+ x2 -1
K = log = log >
X — 1x% — 1 X“—x"+1

2
K = log|x? + 2x¥x? — 1+ ( x2—1)]

2 2
- K:Iogiiiuzlog(xndxz—ﬂ
x —1x? -1

Finalmente, se pide: K = 2Iog(x +14x% = 1)

Hallar el valor de b que satisface la ecuacion:
(log,9)> — 4(log,9) +4 =0

Resolucion:

Haciendo: log,9 = x

Setiene: x> —4x+4 =0, (x -2 =0

= Xx=2=0 =2

Reponiendo: log,9 = 2

Por definicién: b® =9

Finalmente:b =+{9;b=+3 = b =3

Se elimina como solucién: b = -3 ya que la
base nunca es negativa.

¢ Qué valor mayor de 7 resuelve la siguiente
ecuacion: log16 + logx + log(x — 1)

= log(x* — 4) + log15
Resolucion:
Realizando transformaciones equivalente de
composicion: log[16x(x — 1)] = log[15(x* — 4)]
Levantando logaritmos: 16x(x — 1) = 15(x2 — 4)
x? —16x + 60 =0
= (x—10)(x—-6)=0
= X=10V Xx=6
. x=10

Resolver la ecuacion:

1+ 2logx — log(x + 2) =0
Resolucion:

Se tiene: 1 + 2logx — log(x +2) =0
Luego: log10 + logx? — log(x + 2) = 0

10x?

= |o
gx+2

=log1

2
Levantando logaritmos: -2 = 1
X+2
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De donde: 10x? —x —2 =0
(5x +2)2x — 1) =0

= X= ~%; X = %; pero x >0 (por def. de logx)

X = 3

. log(¥x® 4 37)
Consideramos la ecuacion; ————— =3

log(4x + 1)
Hallar las soluciones reales.
Resolucion:
C 1og(ix® 4 37)
Se tiene; ——— =
log({x + 1)

Representando convenientemente:

Iog(m+ 37) = log(x + 1’

tomando antilogaritmos a ambos miembros:
I +37=(x + 1

haciendo: {x = «, se tiene: a® + 37 = (a + 1)°
efectuando: a? +o —12 =0

de donde: (a + 4)(a —3)=0

o =—4,0sea {x = —4 (absurdo)
a=30sea{x =3 =x=9

.. la Unica solucioén sera 9.

2
Resolver: 2Iog7(x 7R+ 21) . 3log74
Indicar el mayor valor.

a)3 b4 2 d7 €10

Resolver la siguiente ecuacion:
3log(logx)
[log (log x)]tegliegliogx)] = 27

a) 10? b) 10* )10
d)10° e)10°

Si: log(|x] — 1) =1+ 2logsp, {2 se puede afir-

mar que: 4[[7| -1
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10.

a) Es un numero irracional.
b) Es un numero negativo.
¢) Es un numero impar.

d) Es multiplo de 4.

e) Es un numero par.

Si: 1og(10.4 2031) (7 + {3)" = 8, resolver: x* = n

a) 2 b) {3 c) {7
d) 10 e)2

Calcular E, six = '43
E= |ng(3|°9¢§x + 4Iogzx g Glog@x)

a) 11 b) 3 c) 10
d)9 e) 12

Calcular x, si: 3log,16 + 7log,8 = 22

a) - {8 b) 2 c)2{3
d)242 e)3/2

Luego de resolver: 3" *109x 4. 32 +logx — 53 +logx
indique lo correcto:

a)x = 0,04 b)x? =x + 1
c)10x—1=0 d)x =1
e) 1/x = 100
Resolver: 1 + 1 = log;4
logi—2)7  10gx+1)7
a)3 b) -3 c) -2
d) -1 e)w
e Fi log55 x Iog54><l1094lf
|
O9abN + log, ap @b
(F)
a5 b4 3 &2 e
Resolver: log,log, 4 = 7
a)2 b) 4 c) {2
d)7 e) 4
Si se sabe que: a = log,b 1

(
b=log,c ..(
¢ = log,d = 13
bed = 128 (
b+c=6 (

= =

12.

13.

14.

15.

16.

17;

calcular; J = 2=8/cd

a6 bz o4 A3  edt
Si:loga =13 — {7
logb = 7 -1
logc =11-{13
| 3 3 3
csloular: B =Pd 2t lag b|+ log®c
loga'®® ™"
a)3 b1 2 A3 €0

Reducir: logn{logn ”—’Vﬁ} siendo n > 1.

a) 1 b)12 cn  d)-1 e)-2

Si: m, n €R" A log,,,m = 3 calcular el valor de:

lo .J_n—f_

Imn 3@
a) -6 b) —10 )6
d) -7 e)7

Indicar el valor de verdad (V) o falsedad (F)
en:

I. 2% =b b>0raecR
II. logs12 — logs4 = logs8
1. log46 = loges216

a) FVF b) FFV
d) VWF e) VFV

- ¢)FW

Indicar el valor de verdad (V) o falsedad (F)
en:

I. 109215 = log,(—5) + log,(—3)
Il. logs {2 = 2logz2

Il logs7 = ——

095 log;5
a) FVF b) VFV C) VvV
d) FFV e) FFF

Encontrar el valor de:
log,51°9534% 4 10g,91°%128 _ |5g, 13091325

b) 10 c)8
e)9

a)12
d)5
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18. Calcular: M = log449logs2log,71251og73

log,n + Iog2(1 +%>+ |092(1 += i 5)*

a)7 b) 2 c)1 4
d) 14 e) 49 l0ga(1+ 55 ) =6
19. Calcular x en la igualdad: a) 62 b) 48 c) 52

K050 | o7yl0gex — gylogo? | 97 (x>0Ax#1)

a)9 b) 6 c) 3 Bl b s5e 9c 13d 17c
d)1 e) 27 > 22d 6.d 10 c 14 b 18 b

3 4] 3e 7.c 1Mc 15b 19.¢

20. Calcular el valor de n que cumpla la ecuacion: 0 4 o 8e 12.a 16.d 20 ¢
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