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LOGICA
La Logica Matematica es la disciplina que trata de métodos de razonamiento.

En un nivel elemental, la ldgica proporciona reglas y técnicas para determinar si es o n@ valid
argumento dado.

El razonamiento logico se emplea en matematica para demostrar teoremas; en Ciencias
Computacion para verificar si son o no correctos los Programas; en las Ciencias Fisicas y Nat
sacar conclusiones de experimentos; y en las Ciencias Sociales y en la Vida Cotidiana, para resolver una
multitud de problemas.

Ciertamente usamos en forma constante el razonamiento logico para realizar cualquier a
Toda estructura matematica necesita tener un razonamiento valido a través de un lenguaje que se
universal.

Proposiciéon: Es una expresion con sentido en algiin lenguaje que afirma o niega algo

proporciona informacion.

Las proposiciones se denotan con la letras p, g, r....etc..

Ejemplo 1:

p: El pizarron es verde
24+3=7
T A ella le gusta la musica

s

Si observa las proposiciones, pueden ser Verdaderas o Falsas, no aceptan ambigiieda

No son proposiciones:

10 G

a) el interruptor
b)2x+3=6
¢) (Qué hora es ?

Estos enunciados no son proposiciones porque no tienen sentido, no afirman ni niegan.
Valor de Verdad: Es una funcion que define una proposicion. El valor de verdad puede ser
Verdadero (V) o Falso (F).

N

Tablas de Verdad

Una Tabla de Verdad es una forma de resumir el valor de verdad de las proposiciones.
Esta se construye de acuerdo al nimero de proposiciones distintas que se den.

IRGI

El nimero de combinaciones posibles de valores de verdad se determina al resolver la expresion

V

n representa el nimero de proposiciones dadas.
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ii Veamos como funciona !!

— Si hay una sola proposiciéon, n = 1, resolvemos 2! = 2. Esto significa que se
pueden dar dos posibles valores de verdad y la tabla que resulta es:

— Si hay 2 proposiciones distintas p y ¢, n = 2, entonces resolvemos

22 =4

OMEZ'

Esto significa que se pueden dar cuatro combinaciones de valores de verdad y la tabla que r
es:

=) | <[ <l
SIS RS

— Si hay tres proposiciones , n = 3, resolvemos
2% =38

Es decir, se pueden dar ocho combinaciones de valores de verdad y la tabla es:

R B o I I I i R
5] Bea S| IS s | Hest IS ] i
o< S S ST

...y asi sucesivamente.

Las proposiciones pueden ser simples o0 compuestas. Son proposiciones simples las
en el ejemplo anterior :

VIRGINIO G

p: El pizarron es verde
q: 243="7
T A ella le gusta la musica
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Son compuestas aquella que se unen mediante simbolos llamados Conectivos.

Conectivos Logicos u Operadores Logicos:

Son simbolos que permiten relacionar una o mas proposiciones.

Los conectivos son: la negacion ( ~ ), la conjuncion ( A ), disyuncion ( V), condicio

bicondicional ( « ).
ii Veremos cada uno de ellos a continuacion!!

1. — Negacién : ~ p
Dado un enunciado p, se puede formar otro enunciado que se 1lama negacion de

, escribiendo "es falso que..." 0 "no..." antes de la proposicion
Simbodlicamente se representa por

Ejemplo 1:

p : el dia estd nublado
~ p : el dia no esta nublado

El valor de verdad de la negacion depende del valor de verdad de la proposicion
original. Si p es verdadero, entonces ~ p es falso y viceversa.

La tabla de verdad que resume esto es:

~p

= <Y

F
%

2. — La Conjuncién: p Agq
Dos proposiciones simples cualquiera se pueden unir mediante la palabra "y"

para formar una proposicion compuesta, que se llama Conjuncion.
Simbolicamente se denota por

pPAg

Ejemplo 1:

p : Esta nublado
q : Hace frio

pAq: Estanublado y hace frio.

VRGN GOWEZ
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La tabla de verdad es:

P g |pANg
Vivi|Vv
VIF|F
F|V|F
F|F|F

3. — La Disyuncion : p V ¢

Dos enunciados cualquiera se pueden combinar mediante la palabra "o"
(‘en el sentido y/o0) para formar un nuevo enunciado que se llama disyuncion
de los dos enunciados previos. Simbolicamente se denota por:

rVg
Ejemplo :

p: Lapuerta se abre
q : Lasilla es de madera

pV q : La puerta se abre o la silla es de madera

La tabla de verdad es:

plq |p Vg
Viv, Vv
VIF |V
F V|V
F|F|F

4. — La condicional : p — ¢

Muchos enunciados en matematica son de la forma "si p entonces ¢". Estos se
llaman condicionales y se les denota por:

b—gq

Ejemplo:
p : son las 10 de la mafiana
q: laclase es de matematica

p — q: Sison las 10 de la mafiana entonces la clase es de matematica

La tabla de verdad es:

p 19 |pP—4
Vivi|Vv
VIF|F
Flv\|v
F|F |V

VIRGINIO GOMEZ'
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5.—  Labicondicional : p < ¢

Otro enunciado muy usado es el de la forma "p siy solo si ¢". Los cuales se
llaman bicondicionales y se les denota por :

p—g
Ejemplo
p : Hoy voy a ir al cine

q : Hace calor

p < q : Hoy voy air al cine, si y so6lo si, hace calor

La tabla de verdad es:
P l1q | P (g
VIiV|V
V|F|F
F|V|F
F|F |V

Ejercicios
I).— Sean las proposiciones

p : Elvaala fiesta
q : Ella es supolola

Escriba con palabras los siguientes enunciados:

1) P ettt
2) G NV N D i e
3) N TP
4) T P
5) T e
6) (DA N Q) 3 D e
7 I

II). — Sean las proposiciones:

p : Tengo dinero
q : Hoy dejaré de fumar
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Escriba los siguientes enunciados verbales en forma simboélica usando p y ¢:

1) No tengo dinero

2) Si tengo dinero entonces hoy no dejaré de fumar

3) Tengo dinero, si y sélo si, hoy dejo de fumar

4) No es verdad que, hoy no dejaré de fumar

5) No es verdad que, no tengo dinero y que hoy no dejaré de fumar

6) Es falso que, no tengo dinero o que hoy dejaré de fumar
Respuesta

I). —

1) Ella no es su polola

2) Ella es su polola o él no vaala fiesta

3) No es verdad que, ¢l no va a la fiesta

4) No es verdad que, ella no es su polola

5) El no va a la fiesta, si y sélo si, ella es su polola

6) Si él va a la fiesta y ella no es su polola, entonces él va a la fiesta
7) Si €l va a la fiesta, entonces ella no es su polola

INIO GOMEZ !

II. —
1) ~p
2) p— ~q
3) peq
5) ~(~p A ~q)
6) ~(~pVq)
USO DE PARENTESIS

G

El uso de paréntesis es un simbolo que forma parte de la l6gica secuencial, el uso de
logico y no retorico, sin los paréntesis las formulas o expresiones logicas pueden carecer de senti

En el siguiente ejemplo, puede observar que las expresiones son claramente distintas:
a)p—(qVr)

b)(p—q)Vr

VIR

10
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TABLAS DE VERDAD PARA RESOLVER PROPOSICIONES COMPUESTAS

Una manera de mostrar la relacion entre el valor de verdad de una proposicion
P(p, q,..) y losvalores de verdad de las proposiciones p, g, ... es mediante
una tabla de verdad.

jiComo se construyenl!

o

v

Ejemplo
Sea la proposicion ~ (pA ~q)
Primero:

Se completan las dos primeras columnas correspondientes a las proposiciones

Pyq
p q
ViV
VI|F
F|V
F|F
Segundo:

Se resuelve el paréntesis de la proposicion, desde adentro hacia afuera:

|| < <[
| < | <

<= <=

Luego, se va completando la expresion que esta dentro del paréntesis

Pl q| ~q|(pA~q)
VIVIFE |F
VIF[V [V
F|{VIF [|F
F|F|V [|F

VIRGINIO GOMEZ

...y por ultimo: se completa toda la expresion en la tabla

11
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p|lal ~q|(pA~q)| ~(pA~q)
VIVIEF [F v
VIF|V [V F
FIV|F |F 1%
FIF|V |F v

Por lo tanto, la solucién de ~ (p A ~ ¢ ) esté dada en la Gltima columna.

Existe otra forma de completar la tabla de verdadde ~ (p A ~¢) yesla
siguiente:

Se escribe toda la expresion en la tabla colocando cada parte de ésta en
un cuadrado de la tabla

plal ~ || AN]| ~q)

Se va completando la tabla de la siguiente forma:

plal~ || AN]|~q)
VIV % F
VIF % %
FlV F F
F|F F %
pla|~ || A|~q)
VI Vv V IF | F
VIF VIV ]V
FlV F |[F | F
F|F F |F |V

Lasolucionde ~ (p A ~ q) estd dada en la columna de la
negacion ( ~ ).

q)

| < < s
| << | < e
| < <
M| | < | >
<= <[4,

12
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Ejercicios
I.— Construya la tabla de verdad de las siguientes expresiones logicas:
1) (pA~q)—0p
2) (~pVa) < ~q
3) ~(p—a)Ap
4) (pV ~q)V(~pA~q)
5) ~(p—r1)Ag

6) [~p—(qg AT)] = ~q

II.— Si
p : Cecilia Bolocco es Primera Dama
qg:1+1=2
r:2—-5#4
Determine el valor de verdad de:

D[(rV ~q AplV ~q

2) ~[(~qg—= ~p)V ~r]ep

III).— Si
p:3x+ 3y =9
qg:5z+y="7
r:by +ax =11 r=1y #2,yeR

Determine el valor de verdad de:
DipVvg AN ~r]— ~gq
2) ~[(~qg— ~p)V ~r]

3 (~pVr) = ~gq

VIRGINIO GOMEZ'
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Respuesta

1)

o e < <=
| <| | <
<= <™
B e < =S

—~

q| ~pVq|(~pVgq) = ~q

N < <SS
| < | <
<[ <™=,
<= <[4,

< < =<
<| = =

p—q| ~p—q)| ~p—=q)Ap

|| < <
=) <= <=

<<= <
SIESIRSIES
=) | <[ =

~pA~gq

e < <
| <) | <R
<| <™=,
<= <™,
<| | ==

6) ok

II.— 1)F 2)V

III. — Los valores de verdad de las proposiciones son:
p: F q: F r:F

DilpVvg AN ~r] — ~gq
[(FVF)AN~F] —- ~F
[ (F )AV] =V

F -V
v

VIRGINIO GOMEZ'

14



L&l

Instituto Profesional Dr. Virginio Gémez
Departamento de Ciencias Bésicas VIR@INji(; GOME

Clasificacién de las Proposiciones Compuestas

Tautologia

=
Q<
<
L
S <

Una proposicion P (p,q,...) es una tautologia si todos los valores de verdad de su G

columna son Verdaderos, sean cudles sean los valores de verdad de sus proposiciones.

Contradiccién

G

Una proposicion P (p,q,...) es una Contradiccion si todos los valores de verdad de su Gltima
columna son Falsos, sean cudles sean los valores de verdad de sus proposiciones.

Contingencia

Una proposicion P (p,q,...) es una Contingencia si todos los valores de verdad de
columna son Verdaderos y Falsos.

& 2
Tautologia
Contradiccion
a Contingencia
Ejemplo

Demuestre que la siguiente proposicion es una tautologia

~(pV ~q) = (~pAq)

VIRGINIO

15
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Respuesta
pla | ~p| ~q|pV~q|~{pV~q)| ~pAg ®<—> @
VIV I|F F \% F F %
VIF|F v \%4 F F Vv
F |V |V F F v v v
F|F |V v % F F v
Por lo tanto, ~ (pV ~ q) <> (~ p A q) es una Tautologia.
Ejercicios
De las expresiones logicas dadas, determine cual de ellas es Tautologia, Contra
Contingencia.

a)(~pAq)— ~q

Observacién 1:

Cuando las proposiciones que se relacionan por el conectivo — determinan una

b)p VI~ (pA~q)—r]

entonces la expresion es una implicancia logica y el conectivo cambia a =

Ejercicio

Demuestre que la siguiente expresion es una implicancia logica

(pAg)—(p=q)

Observacién 2:

Cuando las proposiciones que se relacionan por el conectivo <« determinan una T

entonces la expresion es una equivalencia logica y el conectivo cambia a <

Ejemplo

En el gjercicio anterior, la expresion

~(pV ~q)< (~pAq) esuna Tautologia, por lo tanto la escribimos:

~(pV ~q)e (~pAq)

Un ejemplo de equivalencia logica son las leyes Proposicionales.

Leyes del Algebra Proposicional

Idempotencia

a)p Apsp
b) pVp&p

16

OMEZ
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.= No Idempotencia

a) pANF & F d)pvVV &V

b) pVF & p e)pAN ~p& F

c)pAV &p flpV ~peV
.= Conmutatividad

a) pAgE qAp

b)pVage qVp

)pe=qeS qep

.= Asociatividad

a) (pAg) AT & pA(gAT)

b) (pVq)Vr < pVi(gVr)

.= Distributividad
a) (pAg)Vr < (pVr)A(g V)
b) (pVq)Ar & (pAr)VigAT)
.= Absorcion
a) pV(pAgq) &p
byp AN(p Va) &p
.= Negacion
a) ~F&V
b) ~V & F
c)~(~V) eV
.= De Morgan
a) ~(pAg) & ~pV ~q
b) ~(pVg) & ~pA~g
.= Condicionales
a)(p—q) & ~pVy

b)(p—q) & ~q— ~p

VIRGINIO GOMEZ'
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10. —

se da, esto se hace simplificando la proposicion compuesta dada.

)

1)

110

Doble Implicacion

(p=q)e[(p—9 AN(qg—Dp]

7 |

Usando las leyes proposicionales también es posible encontrar otra expresion equivalente a

Ejemplo

Simplifique la expresion (p V¢) — ~ p e indique cada paso que realizd

Respuesta

(pVgqg)— ~p

~(pVaq)V ~p Por Condicional

(~pA~gq)V ~p DeMorgan
~pV (~ pA ~gq) Conmutatividad

~ P Absorcion

Por lo tanto:
(pVq) = ~p& ~p

Ejercicios

Simplifique las siguientes expresiones, justifique cada paso:

L— p—lg—(Ag]
2.— pV(~qg—p

3.—  (phg) = (~pVq)
4—  ~p—(qg— ~p)

Niegue las siguientes expresiones, justifique cada paso:

1) ~pAgq

2)[pV (gA ~p)]
3)(pVvaq) = (~pAq)
Yhp—(~p—q)

Demuestre que, justifique cada paso:

1) [~p—=(~qAp)]&Dp
2) [((p =) V(~p— ~q)]&V
3) [pV(gAN~p)l&(pVy)

18
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4) [((p— ~q)V ~q] & (~pV ~q)

5) [((pV ~q)—=(~pAq)]& ~pAg
Respuesta
I 1. — \% 2.—pVg 3. —
m 1)pVv ~q 2)~pA ~gq 3)p

LOGICA CUANTIFICACIONAL

Es una rama de la l6gica que utiliza determinados simbolos 1llamados CUANTIFICAD
cuales permiten indicar el nimero de elementos de unconjunto que al ser sustituidos en un

hacen de él una proposicion verdadera.

Funcion légica o proposicional

Es una afirmacion que contiene una o mas variable.

OMEZ

G

Las funciones proposicionales se denotan por letras mintisculas, y las variables se escriben dentro

de un paréntesis, por ejemplo:

p(x) , q(x), r(y) son funciones proposicionales, = e y son variables.

Ejemplo 1:
Sea A = {1,2,3} y lafuncion proposicional
plz) iz +2<5, z€A

Determine qué valores cumplen la funcion.

Respuesta

Sustituiremos cada elemento de A en la funcién proposicional p ().

Sea z=1= p(l)=1+4+2 <5
3 <5 \%

19
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Observe que :

" todos los elementos que estin en A cumplen la proposicién p(x) ", esto se puede simbolizar por e
cuantificador: V y es el Cuantificador Universal.

V selee " paratodo " ," todo"

Simbolicamente escribimos todo el enunciado de la siguiente forma:

| (VaeA)(p(z):a2+2<5)]

Esta funcion logica es cuantificada.

Ejemplo 2:
SeaAd ={-1,0,1} yqg(z):|z|+3 =4

Determine qué valores del conjunto A cumplen con la proposicion

Respuesta

Sustituiremos todos los elementos

r= —1, qg( —1): | -1] +3 =14
1 +3 =4
4=1 \%
z =0, qg(0) : [0] +3 = 4
0 +3 = 4
3=4 F
x=1, q(1) : [1|+3 =4
1+3=14
4 =1 \%

Observe que sdlo algunos elementos de A cumplen la proposicion ¢ (z
otro cuantificador: 3, llamado Cuantificador Existencial.

Jse lee "existen "', ""algunos elementos " 0 " existe al menos un ..."

Simbolicamente escribimos todo el enunciado de la siguiente forma:

| (3zeA)(q(2):|z|+3=4)|

|3z, 2 €A, q(z):|a][+3 =4]

Ejemplo 3:
Sea A={—2,\/3, =3} y r(z):22+6 =z*

Determine qué valores del conjunto A cumplen con la proposicion

20
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Respuesta

Sustituiremos cada elemento en 7 (z )

r=-2, r(=2):(=2)246=(-2)1

8

I

S

=

@

S

v

I é S

<
>
-

6 =(
3+ 6 = (V3)%(V3)?
9=9 \%
r= -3, r(—=3):(=3)2+6 =(-3)*
9+6=281
15 = 81 F

En este ejemplo, de todos los elementos de A , so6lo \/§ cumple con la proposicic
simboliza por 3!, el cual es otro Cuantificador Existencial.

3! se lee "existe un unico "

Del ejemplo anterior: Iz € A,r(z): 22 +6 =1, A={-2,1/3, —3}

GO

Ejemplo
Sea p () una funcidn proposicional, sobre el conjunto R, use cuantificadores para escri
Todo real cumple con p(z)

Respuesta

Vz,z eR,p(x)

Ahoraresuelva
ii Usted Il

VIRGINIO
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Ejercicios

Sea p (x ) una funcién proposicional, sobre el conjunto R, use cuantificadores para

siguientes enunciados.

a)
b)

¢)
d)

e)

D

Existe un real que cumple con p (2 ) & ovveieieiiieeeeie e
Alglin real cumple Con P (L) & oeeneiniiiiiiie e
Todo real al cuadrado €S POSItIVO 0 CEIO & ..vvinrinriniiriirit ettt iieeeeeneaennn

Laecuacion 2x + 3 = 0 tiene solucion tnica en R :

Existe por lo menos un real tal que su raiz cuadrada no es real :

No todos los nimeros enteros son positivos :

22
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a)
b)
<)
d)
e)

Respuesta

dex,z€Z,xz<0

Pero, ;Se podran agrupar de alguna forma
todos los elementos de un conjunto que
cumplen con una proposicion

>
—_—

[—)

Si, en un conjunto llamado Conjunto de Validez.

GOMEZ'

Por lo tanto, el conjunto de validez es aquel en el cual estan todos lo valores para los cuales la
proposicion es verdadera.

Su notacién es V' pe P indica la proposicion.

ii Veamos un ejemplo de esto !!

Ejemplo

Sea A ={2,3,4}, s(z):z—-1>2

Respuesta

Sea x = 2 s(2):2—-1>2

1>2 F

r=3 s(3): 3—1 >2

2>2 F

z =4 s(4): 4—1>2

s(x).

3> 2 |4

RGINIO

Es decir, el conjunto de Validezes V. = {4}, yaquesbloel 4 cumple con la proposicion

23
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Valor de Verdad de una funcién proposicional

El valor de verdad de una funcion proposicional depende del cuantificador y del c to d
validez.

ii Mas ejemplos !!

Ejemplo
Sea A ={1,2,3} vy lafuncion:
Ve ,x €A ,p(z):2z+1=5

Respuesta:

Si sustituimos cada elemento de A en p (), se observa que s6lo cuando x = 2, la pro
cumple, es decir:

OME

p(2):2(2)+1=5
4+1=5
5=5

Vip = {2}

Como la funcion logica decia que:

Para todos los elementos de A se cumple la proposicion p (z ), obviamente esto es F
que s6lo se cumple para un elemento.

Porlotanto:V z ,z € A,p(x):2xz + 1 =5 es falso

Ejercicios
Determine el conjunto de validez y el valor de verdad para cada funcion logica dada:

Sea A={-2,-1,0,1,2}

a) Vaz,xe A, plz):z2+2<1

b) 3 z,2€ A, q(z): |z|+1>1

c) A z,xe A,r(z): z+1<2

d) Vz,re A, p(z): —xz+2<3
e) Jz,x€e A,s(z): 3lz|—-1> -1

VIRGINIO G
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Respuesta

a)

b)

d)

Vy={-2 -1}

Valor de verdad : Falso

V,={-2 -1,01,2}

Valor de verdad : Verdadero

Ve={-2,-1,0}
Valor de verdad : Falso
Vy={-1,0,1,2}

Valor de verdad : Falso

Ve={-2,-1,0,1,2}

Valor de verdad : Verdadero

OMEZ'

Ahora, recurriremos a las tablas verdad vistas anteriormente, pero las llamaremos Ta
doble Entrada para resolver las siguientes funciones logicas:

Ejemplo

Determine el valor de verdad de:

Vor,ved, p(r)<lple) —q(z)]

A=1{-1012}

p(z):2z+1 <4

q(z):x —3 < z?

Respuesta:

con !

Se construye la tabla de doble entrada:

p(z)

q(z)

p(z) —q(z)

p(z) = [p) —q(z)]

-1
0
1
2

25
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Luego, se sustituyen los elementos de A, en cada una de las proposiciones, para determinar,
cuales de ellos cumplen con la proposicion dada:

p(z) |q(z) |p(x) —=q(x) |p(z) < [plx) —q(z)]
—1|V v v v
0V v v v
1|V v v v
2 | F v v F

Conjunto de Validez V (pq) = {-1,0,1}

Valor de verdad: Falso

.Y qué pasa si el conjunto es el de los nimeros reales?

Veamos un ejercicio en el cudl el conjunto es el de los nlimeros reales.

Ejemplo:

Jdzrz,reR,z+1<0V z-3>1

i)Para determinar el Conjunto de Validez, se resuelven las inecuaciones y se d

solucion Total:

Validez.

a)
¢)

r+1<0 vV
r < —1 vV T

Recuerda que los conjuntos soluciones en los reales se representan con intervalos.

La solucion es :

///////]_

r—3>1

>4

£ S

-1

4

Conjunto de validez : ] =00, —1[U]4, + o]

OMEZ

INIO G

i1) Para determinar el Valor de verdad, se lee el cuantificador y se compara con el Cgnjun

Valor de Verdad : Verdadero

Ejercicios

En cada uno de los siguientes ejercicios , determine:

Tabla de verdad
Conjunto de validez
Valor de verdad

26
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1. — Sea A ={-2, —1,0,1,2} y lafuncion proposicional:
Jz,x€ A, ~ plz) «[q(x) AN ~r(z)]
p(z):22+22+1=0

g(z):x2—-12>0

r(z) : /Jz+3 €R

2. — Sea A = {0,1,2,3,4} y la funcidn proposicional:
3 z,xeA[(~ q(z) N ~p(z))—r(z)]
plz):2x+1<4

g(z) :z2+3>0

r(x) : x esdivisible por 2

3.— A=1{0,1,2,3,4} y lafuncién proposicional:
Fdz,oe A, p(z) =[(~plz)Vr(z)—q(z)]
plz) :x+3 <5

g(z) 22 +1<3

4. —FJz,z eR, 2z+1 <1 A 2z —3 <5

5.— 3z, eR, 2+2 < —1V 25”4_3 <5
6.— Vo, z€R, 3z4+2< —1 A 5x4+7 > -9

27
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Respuesta
1. —
a)
1
p() | q(x) |r(@) | ~pl) | ~r(@) | q@) A ~r(@) | ~plx) < [1]
-2 | F F 1% 1% F F F
-1V F 1% F F F \%4
0| F F 1% \%4 F F F
1 | F \%4 1% \%4 F F F
2 | F \%4 1% \%4 F F F
b Vipgr) =171}
c) Verdadero
2. —
a)
1
p(@) | g() | r(@) | ~pa) | ~q@) | ~q@) A ~p(z) |1 —>r()
0|V |4 \% F F F v
1|V \% F F F F \%
2| F \% 1% \%4 F F \%
3| F v F v F F v
4| F \% 1% \%4 F F \%
b) Vip.gr) = 10,1,2,3,4}
c) Verdadero
3. —
a)
1 2
p(@) | g(z) | r(@) | ~plz) | ~p(x) Vr(z) |1—q@) | pz) <2
0|V |4 F F F 14 14
1|1V |4 14 F |4 14 \%4
2| F F 14 \%4 |4 F 14
3| F F 14 \%4 |4 F |4
4| F F 14 \%4 |4 F |4
b) \% (pq,r) = {0,1,2,3,4} d) Verdadero
4) V =]-o00,0] Verdadero
5) V =] —00,23/2 Falso
6) V =]-43/5, —1], Falso

28
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NEGACION DE PROPOSICIONES QUE CONTIENEN CUANTIFICADORES

Para negar una proposicion cuantificada hay que cambiar el cuantificador y negar |

proposicional reduciéndola al maximo usando las leyes proposicionales.

Por ejemplo:

Jz,xz €A, p(z) — q(x) A esun conjunto numérico cualquiera

La negacion es :

~(Jz,z €A p(x) — q(x))
La negacion de 3 es V

La negacion de V es 3

Lanegacionde p(z) — ¢ (x) ladesarrollaremos aparte:

Por lo tanto, la expresion negada de:
Jz,z €A, p(z) — q(x) resulta:

Vi, €A, px) A ~q(z)

SV

gii Recuerda, el conjunto A ::?:;_

nunca se niega !! .

fi

Es incorrecto escribir: zg A

La negacion de:

29
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= ey =+
NAes v
& )

y viceversa.
Ejercicios

Sean las siguientes proposiciones, encuentre su negacion:

1.— 3Fz,z €A plz)V qx)

2.— Vuaz,z €A ~p(z)— qx)

3.— dz,zeA [(~p(z)Vq@)—p(z)]
4. — Ve,z €R,2z+1 <1 A 2x —3 <5

5. — Jz,x €A, 5x>14+x VvV 6z —-1< —3

VIRGINIO GOMEZ'
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Respuesta
1.— Va,ze€ed (~plz)AN~qx))
2.— FJz,z €A (~plz)AN ~qx))
3. — Vao,zeA ~p(x) m
4, — Jz,xr eR,2z+1>1V 2z —3>5
5.— Yo,z €A brx<l+z A 6z—1>—3 E

Un poco de historia...

George Boole (1815-1864), hombre modesto y autodidacta, hijo de un humilde zapat
publicé The Mathematical Analysis of Logic. Este y otros trabajos fueron motivo de su no
como profesor de matematicas (pese a carecer de titulos universitarios) del Queens College (hoy U
College) de Cork, en Irlanda. Alli escribid su tratado An Investigation of the Laws of Thought, on, Whi
are Founded the Mathematical Theories of Logic and Probabilities (Londres, 1854). La idea fun n
—sustituir por simbolos todas las palabras utilizadas en logica formal—

0 inglés,
amientg

VIRGINIO G
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AUTOEVALUACION
Demuestre que (p — ¢q)— ~q & ~ ¢ .Jusqtifique cada paso
Si
p:2 >3, q: —4<0 , r : El futbol es un paso de baile

Determine el valor de verdad de

~ p(x) < lq(x) A ~r(z)]

Determine en el siguiente ejercicio:

Tabla de verdad

Conjunto de validez

Valor de verdad

Atz .,z e A, [(~p(x) Aqla)) = p@)]A ~q(x)
A={-2,-1,01,2} con:

plz):2|z]—-1< 4

q(z):2> — 2 >3

Sean las proposiciones
p:2+3=—1, con y# —1, y R
qg:5+y=4

r:3%+3 <10

Determine el valor de verdad de

(~r A ~p)V[~(p—q) < ~d

VIRGINIO GOMEZ'
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RESPUESTAS

1) (p— q)— ~q & ~q
(~pV q)— ~q Condicional
~(~pV q)V ~q Condicional
(pAN~q)V~gq Ley de Morgan
~q Absorcion

2) 1%

8
~—

|
< <<= ==
SIS ST RS By

V de Verdad : F Va:{-1,0,1,2}

(VAV)V[~(F—F) < V]
V V[~V «V]
%

VIRGINIO GOMEZ'
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CAPITULO II

CONJUNTOS
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CONJUNTOS

En el lenguaje cotidiano, decimos un curso de Algebra, un monton de libros de matema
un cajon de ropa, la ciudad de Concepcion , etc., es decir, usamos muchas palabras para expre isma idea. Los
matematicos prefieren la palabra Conjunto para expresar lo mismo.

Por lo tanto, podemos definir Conjunto como sigue:

Un conjunto es una coleccion de objetos que esta bien definido y se denotan por letras

Estas letras pueden ser A, B, C, etc.

Algunos ejemplos de conjuntos son :

Ejemplo 1 : A = {Jugadores de la Seleccion chilena afio 1999}
Ejemplo2 :B= {a, e, i,0,u}

Ejemplo 3 : C = {numeros naturales mayores que 2 y menores que 6 }

.---Pero , sabes como se llaman los objetos de un conjunto ?

Cada objeto de un conjunto se llama elemento del conjunto.
Y si el elemento esta en el conjunto se dice que pertenece al conjunto en caso contrario

se simboliza € 0 ¢

Tt

enece, esto

O GAGME

Observe que los elementos de un conjunto se escriben entre llaves {}

En la siguiente tabla se muestra un paralelismo entre este lenguaje simbolico y cotidian

Lenguaje Cotidiano Lenguaje Simbolico
Marcelo Salas integra la Seleccion Chilena del afio 2003 Marcelo Salas € A
El Chino Rios (que es tenista), no integra la Seleccion Chilena | Chino Rios ¢ A

GINI

En matematica, los elementos de un conjunto, se designan por =, y, z, a, b ,...., et ecir, cualquier letra
minuscula.

.Te has dado cuenta que en ocasiones es mas facil interpretar las cosas cuand n en forma
grafica ? ... en los conjuntos pasa algo similar, de ahi que es 1til el uso de Diagramas de Venn.

VIR
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ij 850 me interesa |1

Los Diagrama de Venn-Euler nos permiten visualizar en forma sencilla e instru
relaciones, presentan por ejemplo las siguientes formas:

untos y sus

For gjemplo & =

VIRGINIO CGMEZ

Formas de escribir un conjunto:

Usualmente un conjunto se escribe de dos maneras:

1) Por Comprension: En esta forma se escribe una caracteristica de los
elementos

Por gjemplo: A = {x/x es un arbol autéctono de Chile}

2) Por Extensién: Escritura en la cual los elementos se identifican.

Por ejemplo: A = { Rauli, Avellano, Coihue, Roble, ...}

Y,

Ejercicios

I) Sea G el conjunto de numeros naturales menores que 5:
a) Escriba el conjunto por Comprension

b) Escriba el conjunto por Extension
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Respuestas

a)G = {z eN/z < 5}
b)G = {1,234}

Algunos tipos de Conjuntos son:

Conjunto Vacio este conjunto es aquel que no tiene elementos. Se simboliza por @ o

Ejemplo 1 : Conjunto de canciones rancheras interpretadas por el grupo Kiss

Ejemplo 2 : {nimeros que pertenezcan al conjunto de los nimeros naturales y que sean
negativos }

Conjunto Universo: Es el conjunto que contiene todos los elementos a los cuales
pudiéramos hacer referencia en un momento dado, estos pueden ser infinitos o finitos.

Ejemplo 1: El conjunto de jugadores de un equipo de fatbol es finito

Ejemplo 2: El conjunto de los nimeros Enteros es infinito

Conjuntos Disjuntos: Son aquellos conjuntos que no tienen ningun elemento en comun,

Ejemplo 1 : El conjunto de alumnos aprobados en Algebra es un conjunto disjunto con el de
los alumnos reprobados

Ejemplo2:Sea A ={1,2,3} y B =1{4, 5, 6}. Los conjuntos A y B no tienen ningiin
elemento en comun

Conjuntos Numéricos: Son aquellos conjuntos formados por niimeros y que tienen un
numero infinito de elementos

: Numeros Naturales

0. Numeros Cardinales

: Numeros Enteros

: Numeros Racionales 0 *: Numeros Irracionales
: Numeros Reales

: Numeros Complejos

Ma) £
Il

alaeZ 2

MN<Mocz FoD=zlRe T
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Ejercicios

1) De los conjuntos dados, indique cual de ellos es o son vacios:

a)A={r eN/O0< z <1}

b)B={z €Z/0< 2z <1}

)C={r eR/0< z <1}

2) Determine en qué caso, el par de conjuntos dados es disjunto:

a) A =1{1,23} B ={5,9,0}

b) A = {1,2,3} B={1,25}

¢) A = { Tenistas Top Ten Ranking ATP tour } B = { Tenistas chilenos }

3) Determine a qué conjunto pertenece el nimero dado. Marque con una” z”

Erntera lrraciona acional | compleo |

VIRGINIO GOMEZ
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Respuesta

1) Son conjuntos vacios Ay B
2) Son disjuntos los conjuntos dados en (a) y en (c)

Para escribir un conjunto existen ciertas reglas universalmente aceptadas.

3)

| % | Matural | Entera | [rracional |F£a|::i|:|nal ||:|:|mplej|:|

BEERE BEESE EESEE FRE

| 23 | | x| ox

SREARY | Lox ] o

EECAn] SRNSS] RuNS] RRRRci NSUAS Bio
=

[ -3 | | | BRSSO

[ % | o] [

o m | o] |

[ | | | o

SELER] SECES] ESCasd [ x|

e 351 SEEEA] BRRRR] BRRRSS RECRE AR
113

55 1 EBNES SRRt By o o
__‘E X x

—
SRS | gEIEE | ox

¢, Existen otros conceptos importantes de conocer en los conjuntos ?

Si, en los conjuntos podemos definir otros conceptos, los cuales nos serviran para [feSOIVEFM&s problemas.
Estos son los de Igualdad y Subconjuntos, que se definen a continuacion.

Dados dos conjuntos cualquiera A y B

e Jgualdad: Decimos que dos conjuntos A y B son iguales si tienen los mismos elemen porta el orden
de éstos. La igualdad se representa por A = B

Ejemplo 1:

Sean los conjuntos A ={1,2,3}, B= {213}y C ={z eN/zx <

VIRG
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Respuesta

o orden. El
S menores o

Los conjuntos A y B muestran claramente que ambos tienen los mismos elementos aun
conjunto C esta escrito por comprension y dice que los elementos de este conjunto son nim
iguales a 3, es decir, quienes cumplen esta condicion son los nimeros 1, 2 y 3. Por lo tanto:

A=B=C

Ejemplo 2:

Sean los conjuntos A = {z €Z/—-2 <2z <0}y B={-1,0}

Respuesta

Estos conjuntos son iguales, porque A tiene elementos del conjunto Z y estos son { —

Por lo tanto, A = B

LLJ
=
O

e Subconjunto: Decimos que A es subconjunto de B si cada elemento del conjunto
del conjunto B, es decir, A esta contenido en B.

Simbodlicamente:

A C B significa " A es un subconjunto de B o igual a B"
Graficamente, esto se muestra en la figura:

A B _g

Si un conjunto no es subconjunto de otro se denota por:

"

Ejemplo 1: La seccion 1 de Construccion Civil es un subconjunto de toda la carrera de Civil.

IRGINIO

Ejemplo 2: Sea A= {1,2,3} vy B = {1}, el conjunto B tiene un s6lo elemento e esta en el conjunto
A, porlotanto, BC A

\';

Ahora bien , los subconjuntos cumplen ciertas propiedades que conviene saber, ya que nos facilitan la
comprension de los conjuntos y sus problemas.
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4 o (i -- Propiedades 1)

Propiedades de los subconjuntos:

Estas propiedades se cumplen para cualquier conjunto A

1) El conjunto vacio es un subconjunto de cualquier conjunto:

D CA
2) Todos los conjuntos son subconjuntos de si mismo:

ACA

3) Todos los conjuntos son subconjuntos del conjunto Universo U:

ACU

O GOMEZ

Todas estas propiedades son ttiles para un conjunto denominado conjunto de las partes o conjunto potencia.

2

PO

Curioso nombre, pero se llama Conjunto de las Partes porque esta formado por tod untos de un

conjunto dado. El nimero de elementos (o cardinalidad ) de él esta dado por la solucion de la e , donde " n

" indica la cardinalidad del conjunto original. Su notacion es P(A).
Ejemplo: m
Sea M = {a, b, c}. Determinar su Conjunto Potencia.

Respuesta: I

El conjunto M tiene 3 elementos, es decir n = 3, por lo tanto el conjunto potencia tiene
23 = 8 elementos y estos son:

P(M) = {0, {a}, {0}, {c}{a,b}, {be}, {ac}, {a,b,c}}
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Observe que los elementos de P(M) se escriben entre llaves { } y algunos de los subconjuntos fueron
determinados por las propiedades de los subconjuntos dadas anteriormente.

Ejercicios
) Sean A = {—3,0,5}, B=1{0,5, —3}, C ={0,5}. Determinar si las siguien

proposiciones son Verdaderas ( V) o Falsas ( F ). En el caso de que sean falsas indi
la razon:

NUZIINS
> 0
N
0w

) Sea A = { a,b}. Encontrar P(A) y luego determine si las siguientes proposic
son Verdaderas ( V) o Falsas ( F ). En el caso de que sean falsas indique la razon:

Respuesta

I)

a) Vv

b) V

¢) F, Cno es un elemento de A.

d v

e) V

f) F, la expresion {{}, representa un conjunto que tiene un elemento y este es
gV

h) V

VIRGINIO

1)
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ellos.

ellos.

achurado representa la union de ellos.

El Conjunto Potencia tiene 22 = 4elementos y es P (A) = {@, {a},{b}, {a, b}}

a) F, porque " a" es un elemento y la notacion C representa subconjunto
b) V

¢) F, porque {a} representa un elemento de P(A)

d Vv

e) F, porque {a, b} es un elemento de P(A)

JHay mas que saber de los conjuntos ? ;; Por supuesto que si !!. Y son las operac realizan con

GOMEZ

OPERACIONES CON CONJUNTOS

Los conjuntos nos permiten resolver problemas cotidianos a través de las operaciones que se pueden definir con

Tomemos dos conjuntos cualquieras, a los cuales llamaremos A y B

O

La Unién de los conjuntos A y B es el conjunto formado por todos los elementos de A o B o ambos.

La unién de A y B se representa simbolicamente por A U B

AUB={z/zeAvzeB}

A continuacion, se presentan tres formas graficas distintas de como se pueden rela onjuntos, lo

INI

T 0]
ALB A<B. AUB=B ALLB

@;

Vv

Ejemplo 1:

Sean A={a,b}, B={a,c,d} Determine AUB
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Respuesta

El conjunto AUB = { a,b,c,d } es el conjunto que tiene los elementos de A

Notese que cada elemento se escribe una sola vez aunque se haya repetido mas
una, como es el caso de la letra "a" que aparece dos veces.

EZ

Ejemplo 2:

I3

Un ejemplo grafico se presenta a continuacion con los conjuntos A, By C. Se achur conjunto A

yC.

AUC

i mAaaaas 7

INIO GOM

Si, la Interseccion de los conjuntos A y B se define como el conjunto formado s6lo po
en comun A 'y B.
La interseccion se representa por AN B

s elementos que tienen

Simbolicamente, se escribe:

ANB={z/zcAANzEB}

Graficamente, lo achurado representa en cada caso la interseccion de A y B.

VIR
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18 18]
AMB ACB . AMNB =A ANE - A
Ejemplo 1:
Sean A= {a,b}, B= {a,c,d}. Elconjunto ANB = {a} es el conjunto formado por ento que se
repite, que en este caso es la letra "a".

Ejemplo 2:

En la figura lo achurado representa A NC

iz armigns me dicen gque mi polola ez
mi complemento ;| porgué 77

GINIO GO

... Porque es lo que te falta para formar un todo.

Se define Complemento de un conjunto de la siguiente forma: sea A un conjunto ¢
de A son todos aquellos elementos que estan en el Universo, pero que no estan en A.

complemento

. rie !
Simbolicamente, se representa por A° o A

A={zecU/z¢ A}

VIR
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Consecuencias de esta definicién

; UE =g {
7 @e= 1

Graficamente, A° se representa en lo achurado

.-&.C .-"f'\I:

Consecuencias de esta definicién

‘J
IRGINIO C"MEZ!

I-
0

Ejemplo 1:
Sean U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9 }, A= {z € U/ z es un nimero par }

Determine A°

Respuesta:
El conjunto A esta formado por los numeros pares que estan en el conjunto Unj o: A= {2,
4, 6, 8}
Luego, A€ = { 1,3,5,7,9 }, es decir, son todos aquellos elementos que esta: niverso y que no
estan en A.
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Ejemplo 2:

En la figura lo sombreado representa A°

MEZ'

... Y por ultimo, podemos definir otro concepto.....

O

La Diferencia entre dos conjuntos A y B, la cual se denota por A — B, es el conjunto o por todos lo
elementos que estan en A y no estan en B.

La Diferencia entre B y A, la cual se denota por B — A es el conjunto formado por tedos los glementos que
estan en B y no estdn en A.

Pero j; OJO!!

[A_BZB_A4]|

Por ejemplo:
Dados los conjuntos: A= {1,2,3} y B={2,4,6}

La diferencia A — B = {1, 3}
La diferencia B — A = {4,6}

Por lo tanto, A-B#B-A
{1,3} #{4,6}

Simbodlicamente:

A-B={recANz¢DB}

VIRGINIO G
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Graficamente, se representa en lo achurado:

J [\

A-B

i)

A-B=gf

Ejemplo 1:

Sean A={a,b}, B={a,c,d}. Determine A — By B — A

Respuesta

Para determinar la diferencia entre A y B, al conjunto A se le quitan los elementos

como resultado la letra " b ", es decir, A — B = {b}

De igual forma se determina el conjunto B — A ={¢, d }

Esto muestra claramente que: A— B # B — A

Ejemplo 2:

En la figura, lo achurado representa A — C

7

Como consecuencia de estas definiciones, tenemos las siguientes propiedades con resp

y al conjunto Vacio:

' 1 ) /1
'\.\\ U U B’ — U {."lf
4 U @=f \\

f/ - Ej = L "1-_\'\
; g -u=4g .

48
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Ejercicios
1.—  Seaelconjunto U={xz €Z:—3 < z < 7} ysean los conjuntos:
A={z eU:3 <z <7} B = { x € U: es divisible por 2 }
C={z €U:z mayorque4d} D={0}
Determinar:
a) ANB b) CUA
c) (CNA)—B d) (D-C®)¢
e) (A-B)*—-C f) [(A"nD) —(C-B)]
2.— SeaU={z€Z/ -1<x<T}

A={zeU/z>2}
B={zeU/4<z<T7}
C={zeU/z>3}

Encuentre:
a) (ANB)°—=C b) (AUB)°—(C—A)
¢) (AUC)°— (ANB) d) [A-—B-C)]°
e) (CUA) —B°
3.— Con A=/{a,b,{c}}. Encuentre el conjunto Potencia de A
4. — Sean los conjuntos:
A={1,2,4,57} B=1{7,89} C=1{1,2 3,4}

(Es verdad que:
a) (A—(A—B))“=A“UB° b) (ANC)—(A—B)CA
¢) (AUB)—(BNA°)=A

5. — Sea U= R y sean:

A={zeU:2<10} B={2ze€U:-3<z<35}
C={zeU:iz>0Vax< —3}

Determinar :
a) AUB b) (B—A)NnC*
¢) (A—-C)°UB d)[A-(B-C)]°

49
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a) ANB={4,6} b) CUA={4,5,6}
¢) (CNA)—B=1{5} d)(D—-C%°=U
e) (A—B)Y-C=U-{56} f)[(A°ND)—(C-B)]={0}

(AﬂB)C c:{o } b) (AUB)“—(C—A)={0,1,2}
AU

P(A) = {{a}, {0}, {{c}}, {a, 0}, {a,{c}}, {b,{c}}, {a, b, {c}}, ¢}

4. — a) (A—(A—-B))*=A°UB° Si, ambos conjuntos son iguales
b) (ANC) — (A B)C A Si
¢) (AUB)— (BNA%) =A Si
5.— U=R
A=]-00,10]
B=[-3,35]
C=]-00, —3[U]0, + 0]
a) AUB=110, + oo [U[—3,3.5] b)  B—A)NC =¢
¢) (A—C)*UB=R d[A-B-C)]*=[-3,0]U]10, +
Pero, todo esto también se puede resolver usando diagramas de Venn, achurando lo veamos un
ejemplo.

VIRGINIO GOMEZ *

50



Instituto Profesional Dr. Virginio Gémez

Departamento de Ciencias Basicas

VIRGINIO GONEZ

Ejemplo:
Achurar la solucion de (ANB) —C

1) Primero achuramos A N B, como se ve en la figura

yA

ii) Luego, a la figura achurada le quitamos C

(ANB)-C
c.
A
FAE
Ejercicios

Achure lo que se pide en cada ejercicio, en la figura dada:

A
oA

a) (A—C)-B b) (AUB)®
¢c) A—(BNQC)° d) A= (BNA)°
e) (ANB)¢ — (CNB) f)BU(A-C*)

9) (ANBNC)— A
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Respuesta

al =2}

dal a8

NIO GGwicZ !

\/-

g) 0
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Los conjuntos también cumplen ciertas reglas, las cuales rigen a sus operaciones. A co cion se da una lista

de estas reglas o propiedades y luego unos ejercicios en los cuales seran utilizadas éstas con la f esolucion.

pd

propiedades

Propiedades de los Conjuntos

Sean tres conjuntos cualquieras A, By C:
1) Asociatividad

a) (AUB)UC=AU(BUC)
b) (ANB)NC=AN(BNC)

2) Conmutatividad

Q) AUB=BUA
b) ANB=BNA

3) Distributividad

a) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

4) De Morgan

a) (AUB)“=A“NB°
b) (ANB)¢=A°“UB®

5) Absorcién

a) AU(ANB)=A
b) AN(AUB)=A

6) No Idempotencia

a) AND=10
b) AUD=A
c)ANU=A
dAUU=U
e) ANA =0
f)AUA=U

VIRGINIO GOME

7) Involucién
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(A°)“=A
8) Diferencia
a) A—-B=ANB°
9) 1dempotencia

a) ANA=A
b) AUA=A

Para resolver ejercicios en los cuales se usan las propiedades, conviene desarrollar el
presenta mayor dificultad justificando cada paso.

presion que

Ejemplo 1:

Usando las propiedades dadas, demostrar que:
A=A—-(A°— B)

Respuesta:

Desarrollaremos la segunda parte de la expresion para llegar a la primera parte:

A—(A°—B)
AN(A°NB°)° De Morgan
AN[(A9)cU(B“)"] De Morgan
ANn(A U B) Involucion

A Absorcion

Luego: A—(A°—B)=4A4

Ejemplo 2:

Usando las propiedades dadas demuestre que (AU B) — (BN A°) = A

Respuesta

Desarrollaremos la primera parte de la expresion para llegar a la segunda parte:

(AUB)— (BN A°)
(AUB)N[(BNA9)]® De Morgan
(AUB)N[B°U(A°)“] De Morgan
(AUB)N(B°UA) Involucion
AU(BNB®) Distributividad
AU¢ No Idempotencia
A No Idempotencia

Luego: A=(AUB)—-(BnA°

VIRGINIO GOMEZ
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Cuando las cosas se explican,
todo ez mas facil

I‘\‘)QQ o 00

. Y puedo aplicar todo esto en algin problema real ....?

Si, los Problemas con enunciados son un buen ejemplo de la utilizacion de las operaciones de conjuntos. Para
resolverlos, el lenguaje cotidiano es transformado a lenguaje matematico.

Ejemplo 1

En el diagrama que colocamos a continuacion, se han volcado los datos obtenidos en una
encuesta, realizada a personas, a las que se les pregunto si tomaban té o café. Los nimeros que aparecen se
refieren a las cantidades de personas que respondieron a la pregunta en las diversas formas posibles:
solamente té, té y café, ninguna de las dos bebidas, etc.

TE CAFE

Observe las preguntas y sus respectivas respuestas

1) (Cuantas personas tomaban té? Rta. 6 personas.

2) (Cuantas personas tomaban café? Rta. 9 personas.

3) (Cuéantas personas tomaban té y café? Rta. 4 personas.

4) ;Cuéntas personas no tomaban ninguna de las dos bebidas? Rta. 1 persona.
5) ¢ Cuantas personas no tomaban té? Rta. 6 personas.

6) (Cuantas personas no tomaban café? Rta. 3 personas.

7) (Cuantas personas tomaban por lo menos una de esas dos bebidas? Rta. 11 personas.

8) ¢ Cudntas personas tomaban s6lo una de esas dos bebidas? Rta. 7 personas.
9) (Cuantas personas tomaban solo café? Rta. 5 personas.
10); Cuantas personas tomaban alguna de esas bebidas? Rta. 11 person
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Ejemplo 2
En una encuesta realizada a 62 consumidores de comida rapida se revela que:
10 comen solo papas fritas y hamburguesas, 12 comen s6lo completos, 4 comen so6lo itas, 3 comen los
tres tipos de alimentos, 33 comen al menos dos de estos tipos de comida y 25 co pap as. Si todos

nombran alguna de las alternativas, encuentre:

gigf

a) (Cuantas personas comen completos y hamburguesa?
b) (Cuéntas personas comen s6lo completos?
¢) ;Cuantas personas comen exactamente dos tipos de esta comida?

Respuesta:

Se designa cada conjunto del problema con una letra mayuscula convenientemente. Llamaremo
U al conjunto universo el cual estd formado por el total de consumidores de Comida Rapida da
problema, los cuales son 62, P serd el conjunto de consumidores de Papas Fritas, H el conjunto de
consumidores de Hamburguesas y C los consumidores de Completos. Esto en notacion conjuntista es:

GOME

U = {z /  consumidores de Comida Rapida}

P = {z € U / z consumidores de Papas Fritas}
H = {z € U / x consumidores de Hamburguesa}
C = {x € U/ z consumidores de Completos}

{0

Las 10 personas que consumen s6lo Papas Fritas y Hamburguesas indica que no consumen
Completos, es decir,es (PNH) —C =10

Los 12 consumidores de Completos no consumen ninguna de las otras comidas rapi
Completos, es decir, C — (P UH)
Los 4 consumidores de sélo Papas Fritas tampoco consumen las otras comidas rapida

P—(HUC).
Las 3 personas que consumen los tres tipos de comidas estan dados por la solucion d
(PNHNC)

Las 33 personas que consumen al menos dos de los tres tipos de comida rapida si
consumen como minimo dos tipos distintos, es decir,
PNH)UHNC)UPNC)UPNHNC)=13

Los 25 consumidores de Papas Fritas también son consumidores de Hamburguesas y
es decir, es todo el conjunto P.

1 0S,

Completaremos la informacion en la figura dada a continuacion:

VIR
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Las respuestas al problema planteado son:

a) CNH=15

15 personas comen completos y hamburguesas.

b) C— (PUH) =12

12 personas comen s6lo completos.

¢)[(PNH)-CJU[(HNC)—-PJU[(PNC)—H] =30

30 personas comen exactamente dos tipos de esta comida.

Problemas con enunciados

En una investigacion a mil estudiantes de un Instituto se determind que 720
tenian cassettes, 670 poseian CD y 540 tenian ambas cosas. Determinar:

a) ;Cuantos estudiantes tienen cassettes o0 CD?

b) ;Cuantos estudiantes no tienen cassettes ni CD?
¢) (Cuantos estudiantes tienen s6lo CD?

d) (Cuantos estudiantes tienen solo cassettes?

Se investigd un grupo de 5500 personas en relacion con la estrategia

a seguir con objeto de conservar el combustible. De éstas, 2000
opinaron que lo aceptable era el racionamiento, 1500 dijeron que

lo apropiado seria fijar un impuesto adicional por litro, y 750 personas
indicaron que lo apropiado seria la aplicacion de ambos procedimientos.
El resto de las personas no aceptan ninguno de los dos sistemas.
Determinar:

a) Un diagrama de Venn, que resuma lo anterior.

b) ;Cuantas personas aceptarian en forma voluntaria el racionamiento
pero no el impuesto?

¢) ;(Cuantas personas aceptarian en forma voluntaria el impuesto, pero
no el racionamiento?

d) (Cuantas personas no aceptarian en forma voluntaria ninguno de los
dos cursos de accion?
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3. —

6)

En una eleccion de directorio de una empresa asistieron 595 de un
universo de 703 accionistas. Segun los estatutos de la empresa cada
accionista recibe una papeleta con los nombres de todos los candidatos
y en donde el accionista marcar4, si lo desea, hasta dos preferencias.
De los resultados de la eleccion se determino la siguiente informacion
referente a las tres primeras mayorias.

El candidato A obtuvo 324 preferencias, 47 de los accionistas sélo
votaron por A, 203 votaron por A y no por B, 164 votaron por C y B,
358 votaron por C y 42 votaron sé6lo por B. Determinar:

a) /Quién obtuvo la primera mayoria?

b) ¢(Quién obtuvo la segunda mayoria?

¢) ¢ Cuantos votaron por dos candidatos?

d) De todos lo asistentes, ;cuantos no votaron por C?

e) (Cuantos s6lo votaron por C?

f) (Cuantos de los asistentes no votaron por ninguno de los tres?
g) (Cuantos accionistas no se hicieron presente?

h) (Cuéntos accionistas votaron por los tres candidatos?

De una encuesta a 200 personas que compran pasta de dientes 80 compran
Pepsodent, 60 compran solamente Odontine, 20 compran solamente Signal,
14 compran Pepsodent y Odontine, 20 compran Odontine y Signal, 12
compran Pepsodent y Signal y 10 compran todos. El resto compra otra marca.

a) ;Cuantos compran al menos una de estas marcas?
b) ;Cuantos no compran estos dentrificos?

¢) ¢(Cuantos compran solamente Pepsodent?

d) (Cuantos compran Signal?

e) (Cuantos no compran Odontine?

f) {Cuantos compran Signal u Odontine?

Se realiz una encuesta a 200 alumnos de Ingenieria en Ejecucion en diversas
disciplinas acerca de la forma en que ocupaban su tiempo libre,

30 dicen que s6lo leen, 60 dicen que sélamente escuchan musica,

20 dicen que s6lo estudian, 16 dicen que leen y escuchan musica, 50 dicen que
estudian, 16 dicen que escuchan musica y estudian y 8 hacen las tres cosas .
De acuerdo a la encuesta, responda las preguntas dadas:

a) Grafique la informacion.

b) (Cuantos sélo leen o estudian?

¢) (De los que opinan, cuantos dicen que no leen?

d) (Cuantas personas no contestan alguna de estas tres alternativas?
e) (Cuantas personas escuchan musica, pero no leen?

f) (Cuantas personas estudian y escuchan musica, pero no leen?

Un grupo de jovenes fue entrevistado acerca de sus preferencias por ciertos
medios de transporte (bicicleta,motocicleta y automdvil). Los datos de la encuesta
fueron los siguientes: Motocicleta solamente: 5, Motocicleta: 38, No gustan del
automovil: 9, Motocicleta y bicicleta, pero no automovil:3, Motocicleta y
automovil pero no bicicleta: 20, No gustan de la bicicleta: 72, Ninguna de las tres
cosas: 1, No gustan de la motocicleta: 61 .

1.;Cual fue el nimero de personas entrevistadas?

2.;A cuantos le gustaba la bicicleta solamente?
3.; A cuantos le gustaba el automovil solamente?
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g)

h)

4.; A cuantos le gustaban las tres cosas?

5.¢A cuantos le gustaba la bicicleta y el automovil pero no la motocicleta?

Durante el mes de abril, una empresa ha fabricado diariamente productos del tipo
A o del tipo B (0 ambos), excepto 4 domingos durante los cuales no ha fabricado
nada. Sabiendo que 15 dias del mes ha fabricado A, y 20 dias ha fabricado B,

a) (cuantos dias del mes ha fabricado ambos productos?
b) (cuantos dias del mes ha fabricado s6lo productos del tipo A?
¢) {cuantos dias del mes ha fabricado sélo productos del tipo B?

Demuestre que: (Justifique cada paso )

(A°—B)—A = A°NB°

(ANB)‘—A°=B°NA

(A—B)N(A-B)=B°NA

(A°NB°)NA=¢

A—(A°=B) =

[A-(AUB)]*=U

(ANB)*— A= A—B

[(ANB) —AFFNA=A

Respuesta

a) 850
¢) 130

b) 1250
d) 2750

d) 237
g) 108

a) 170

b) 150
d) 180
2750
¢) 750

b) B c)441
e)38 f)27
h) ninguno
b) 30 c)64
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d) 42 e) 116 £) 106
5 —  a)

aoa
vy

b) 64 c) 88 d) 52
e) 68 £)8

6) 1) 99 personas. 2) ninguna.
3) 46 personas. 4) 10 personas.

5) 14 personas.

7) a) 9 dias;

b) 6 dias;
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AUTOEVALUACION

Una encuesta sobre 200 personas revelo los siguientes datos acerca del consumo de tres
productos A, By C: 5 personas consumian s6lo A, 25 personas consumian s6lo B,
10 personas consumian s6lo C , 15 personas consumian A y B, pero no C, 80 personas
consumian By C, pero no A, 8 personas consumian Cy A, pero no B, 17 personas no
consumian ninguno de los tres productos.

a) (Cuantas personas consumian A?.

b) (Cuantas personas consumian B?

¢) (Cuantas personas consumian C?

d).;Cudntas personas consumian A, By C? .

e) (Cuantas personas consumian por lo menos uno de los tres productos?
f) ¢Cuantas personas consumian A o B?

g) (Cuantas personas no consumian C ?

h) ¢ Cuantas personas no consumian ni C ni A?

Dada la siguiente figura, achure lo que se pide

A\c
Y

AC - [(CNA) — (BUA©)

Demuestre que, Justifique cada paso

(A—B)—-BY =0

VIRGINIO GOMEZ

a){0} C P (A)
b){0} C P(A)
¢) 0 CP(A)
d){0} e P(A)
f) 0eA
Respuestas
a) 68 personas. b) 160 personas.
¢) 138 personas. d) 40 personas.
e) 183personas. f) 173 personas.
g) 62 personas. h) 42 personas.
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2)

3) (A—B)-BC =0

(AnBY) - B¢ Diferencia
(AnBY) NB Diferencia
AN(BY NnB) Asociatividad
AND No Idempotencia
0 No Idempotencia
4) a)V b) F
)V v
nv

VIRGINIO GOMEZ'
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CAPITULO III

RELACIONES Y
FUNCIONES
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RELACIONES Y FUNCIONES

Uno de los aspectos mas importantes en la ciencia es establecer relaciones entre varios| tipo
fenémenos. Una vez que se conoce la relacion es posible hacer predicciones.

Por ejemplo, a un economista le gustaria ser capaz de predecir las tasas de interés, un ingenier:
puede usar una formula para predecir las desviaciones de una viga sujeta a diferentes cargas.

Mosotros tenemos una relacidn
de amistad

Veamos particularmente qué ocurre con la matematica.

GOM

Considere el conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5}, la representacion grafica del producto A x A se
llama Producto Cartesiano, y se lee " A cruz A " se hace mediante un diagrama cartesiano, como se ve en
la figura:

£ . (15 |25 |35 | 14555
4 (141 |[2.4) |(34) [[4.4] |[5.4]
. (1.3 |23 |33 |43 ] 53
2 (1.2 | 122 [(3.2) |(4.2) [[5.2)
] (111 |21 |27 |41y |27
A

Cada elemento de A x A es un par ordenado de la forma (a, b)

PROPIEDADES DEL PRODUCTO CARTESIANO

Para todo A, B y C conjuntos cualquiera se tiene:

1) Asociatividad

VIRGINIO

Ax(BxC)=(AxB)xC
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2) Distributividad
i) Respecto de la Interseccion
Ax(BNC)=(AxB)Nn(AxC)
i) Respecto de la Union

Ax (BUC)=(AxB)U(AxC)

3) El Producto Cartesiano No es Conmutativo
AxXxB#BxA

Volvamos al ejercicio anterior:

OMEZ

Suponga que de todos los puntos de A x A sélo necesitamos a aquellos que cumplen la
condicion:

"La suma de sus componentes es 8 o mayor que 8 "', en lenguaje matematico decim

%/x

R=1{(abl CAxAsa+ b =8}

AXA= {(1, 1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4), (2,5),

(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), (4, 1), (4, 2), (4, 3),(4,4), (4,5),
(5,1),(5,2), (5,3), (5,4), (5,5) }

Es decir, los siguientes pares cumplen con R:

R ={(35),(44),(45),(5,3),(54),(55)}

(Qué puede decir
de R?

IRGINIO G

Si observa, R es un subconjunto de A x A, es decir, que también es un conjunto
ordenados y que ademas cumplen una condicion.

Vv
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Vamos a llamar a R, Relacién Binaria, la cual defininiremos de la siguiente forma:

RELACION |

1.- Una Relacidn es una correspondencia entre un primer conjunto llamado
DOMINIO v un segundo conjunto llamado CODOMINIO de modo que a

cada elementa del dominio carresponde uno o mas elementos del
CODOMIMIO.

2.- Una Relacian, en general, es cualquier conjunto de pares ordenados de
nimeros reales.

Esto se representa graficamente en la figura :
R
A m A

Codominio

Dominio Eecorrido

Si (a,b) es un elemento de A X A y (a,b) € R, entonces lo escribimos:

la Rb & (a,b)€ER|

Si el par (a, b) no esta en la relacion, entonces:

|aRb@(a,b)¢R|

Ejemplo de Relaciones:

a) Correspondencia o relacion entre el nombre de un estudiante y su nimero de matricula.
b) Correspondencia o relacion entre el nombre de un estudiante y las materias que cursa

¢) Correspondencia o relacion entre el nombre de un estudiante y su calificacion en el
PrimerSemestre

d) Correspondencia o relacion entre el nombre de un estudiante y su nimero de teléfono

VIRGINIO GOME
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Ejercicios

Sea A = {1, 2, 3}, determine las siguientes relaciones:
1) Ri={(a,b) e AxA/a<b}
2)Ry={(a,b)eAxA/a>Db}

3I)R3={(a,b) EAxA/a+1=0b}
HRy={(a,b) eAXA/a+2<3}

5)R; = {(a,b) e AXxA/a= 1}

6)Rs = {(a,b) €A xA/b=4}

Respuesta

DR ={(11), (1,2),(1,3),(22), (2,3), (3,3) }

)Ry ={(2,1), (3,1), 3,2) } 3JRs=1{(1,2),(23)}
4Ry ={(1,1), (1,2), (1,3) } 5) Rs ={(1,1), (1,2), (1,3) }
6)0

Representacion Grafica

Generalmente una relacion se representa por el Método de la flecha, en forma de tabla,
conjunto de pares ordenados, en forma grdfica o en forma de Ecuacion.

El primero como su nombre lo dice se traza una flecha del dominio al Codominio.

En forma de tabla se escribe el dominio en la primera columna y el Codominio en la

segunda.

Como conjunto de pares ordenados de nimeros reales, se escribe el conjunto de puntos separado
coma.

Y en forma gréfica, se marcan los correspondientes puntos del conjunto en el plano cartesiano és ib
el nombre de grafica de la relacion.

Ejemplo: Forma de Flechas

Sea A={1,2,3,4} y R={(a,b)eAxA/a=b}

VIRGINIO GOMEZ
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Esta forma de diagrama indica que la Relacion es una Correspondencia de A en A.
Una relacion R de un conjunto A sobre el conjunto A también se puede escribir como:

R: A —A

Suponga otra relacion R que va de un conjunto A a un conjunto B, como el siguiente ejem

R : A —B

LaRelaciéon Res: R={(a,b) e R/a<b}
y los pares que la forman son:
R ={(1,2), (1,4), (1,6), (2,4), (2,6), (3,4), (3,6), (4,6) }

El conjunto A se llama de PARTIDA
El conjunto B se llama de LLEGADA

GINIO GOMEZ

Se llama DOMINIO de la relacion al conjunto de los elementos de A que estan relacic
los de B, son los primeros elementos del par ordenado.

Ejemplo 1: En la relacion R el Dominio es el conjunto:

DomR=1{1,2,3,4}

Se llama RECORRIDO de la relacion R al conjunto de aquellos elementos de B con'los que se
han relacionados los elementos de A, son los segundos elementos del par ordenado.
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Ejemplo 2: En la Relacion R el Recorrido es el conjunto:

RecR=1{2,4,6}

Ejercicios
I) Determine el Dominio y Recorrido de las siguientes relaciones:
1) Ry1={(1,2),(23)}
2) Ry ={(a,b), (a,c), (a,d) }
3) Ry={(1,2),(21)}

4) R, = { (17 1)7 (2’3)7 (274) }

OMEZ'

5) Rs5= { (171)? (2’2)7 (373)5 (4’4) }

1) La grafica de y = /4 — x? es una semicircunferencia con centro en el origen y radio 2,
se ve en la figura. ;Cual es du dominio ?
R
ATTIN
Fy 1 M
-2 |4 »

VIRGINIO G
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5) DomRs5=1{1,2,3,4} RecRs={1,2,3,4}

I [—22]

Departamento de Ciencias Basicas Nl S
Respuesta
g DomR,={1,2} RecR,1={2,3}
2) DomRy={a} RecRy={b,c,d} N
3)  DomRs=1{1,2} RecRy=1{1,2} m
4) DomR4={1,2} RecR,={1,3,4}

Observacion: Para los ejercicios que desarrollaremos a continuacion usaremos el par (z,y) en vez del
(a,b) usado anteriormente.

Una relacion también puede describirse enunciando una regla que defina la corresponde
x e y, si no se especifica ninguna restriccion para el dominio, entonces se supone que es el conjun
todos los niimeros reales (R) para los que el par (z,y) es real.

Ejemplo:

O

R={(z,y)/y=2+5}

Otra forma de representar graficamente una relacion es a través de un Plano Cartesian

Plano Cartesiano

El Plano Cartesiano esta formado por dos rectas perpendiculares entre si llamada cada
que se intersectan en un par comin llamado Origen, el cual es (0,0).
Cada par (z,y) se llama Punto (z,y).

INIO

El eje de las abscisas es |a recta
vl ] Horizontal

\\J

El eje de las Ordenadas 25 la recta
Wertical

= =i (R

\ll

Ejemplo : En el siguiente ejemplo graficaremos el punto P(3, — 4)
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Ejercicios

Marque los siguientes puntos en el plano cartesiano dado:

ALGUNAS RELACIONES IMPORTANTES

Veamos como se grafican algunas relaciones en R.
Ejemplo:

Grafique la relacion:

71
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Respuesta
Esta Relacion representa todos los puntos en R que cumplen la condicion
-3 S S .
y=—%- 3. Para graficar la Relacion sélo es necesario asignar dos valores arbitra ax
reemplazarlos en la relacion (para este tipo de relacion, es mas practico asignar los valores £ = 0 e
). Con esto obtenemos dos puntos, los cudles unimos con una linea continua, obteniendo asi/la LINE

RECTA.
Siz=0, y= —3
Siy=0, r= —4
Dos pares de la relacion son P (0 , — 3) y Po(—4,0)

La grafica resultante es una LINEA RECTA.

3
f)= ——x—-3
4
&
x;A}.“:.iSl.'I-nTisfl.=.[_4.’n.] EEEEEEEEM
s~ | s i 0 s
| Ordensds a1 origen = [0, -3)
usted
Ejercicios
Grafique
a) Ry = {(z,y)/y= —jz+4}
b) Ri={(z,y)/y=20-1} c) Ry={(z,y)/2y+x=4}
d) Ry={(z,y)/y—2=0} e) Ry={(z,y)/2y—x=3}

72
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f) Ry={(z,y)/1=2y+uz}
Respuesta
a) N
1
p=—=xt 4
’ 2
P = (=) +4 1 vt :
b= = — se sustituye por ¥
2 } -
y=2+4 -
.|‘ =
y=—1ix + 4 -
X v
—4 &
-2 3
] 4
2 3 > X
a2 )
h) w= -] )

e

1]

1

=

+
r-a

s
/

d)
WX

V] | IR
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GRAFICO DE OTRAS RELACIONES

Existen muchas relaciones que tienen otras formas.

Por ejemplo

| R ={(zy)/y=az’+bz+c} || R= {(z,y)/z = ay’  +by+c} |

Ambas relaciones al representarlas graficamente generan una Parabola.

Analizaremos los dos tipos:

D)

R={(x.y)/ ¥ =ax?4 bx+c)

La grafica de una funcion cuadratica de ésta forma es una parabola que se abre hacia a 0
arriba, como se muestra a continuacion :

Yk CF 1

IO GOMEZ'

- : - x

Una forma de graficarla es asignando varios valores a & para asi obtener y, lo cual es

practico de hacer. Otra forma es considerando los siguientes puntos:

IN

1) Eje de simetria

El grafico de relaciones de la forma y = a a2 + bx + ¢, tienen un Eje de Simetria

una recta paralela al eje y o el eje y que se obtiene al resolver la expresion: y = — %

2) Anilisis de concavidad

Si el valor de @ > 0, entonces el grafico es concavo hacia arriba.
Si el valor de a < 0, entonces el grafico es concavo hacia abajo.

3) Interseccién con el eje X

Para determinar los puntos que intersectan al eje z, se utiliza la ecuacion
cuadratica:

— b+ b2 —4ac
2a

L2
>
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De aqui obtenemos los puntos (z,,0) y (z,,0)

Interseccion con el eje Y

Determinamos la ordenada (que corta al eje y), cuando = = 0, y asi obtenemos

el punto (0,y).

Vértice

Determinamos el vértice de la pardbola a través de la expresion:

b
)

. b .,
El valor de y se obtiene al reemplazar el valor encontrado en = = — % en la expresio
a

obteniéndo asi y.

Ejemplo 1:

Grafique la relacion R = { (z,y) /y = 2> —4x + 3}

Respuesta

El eje de simetria es paralelo aleje y: = =2

a = 1, es decir, se cumple a > 0, por lo tanto, la parabola es concava hacia

arriba.

Para esta relacion, tenemos que a =1, b = — 4, ¢ = 3, reemplazamos en

la ecuacion cuadratica:

T = 9 =3
gy D=V —46)
2

Por lo tanto, los puntos son (3,0) y (1,0)
Veamos la interseccion con el eje y (cuando x = 0 ):
y=22—4r+3=02-0+3=3

Luego, el punto es: (0, 3)

El vértices es: = —=——>=— =2

Porlo tanto, V = (2, — 1)

75
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Considerando todos estos valores tenemos la grafica de la relacion:

y=a?—4r+3

7 |

Eje de Simetria

Vi

Interseccién Eje Yy —3

Vértice

Interseccién Eje X

Estudiemos la relacion que presenta la siguiente forma:
1)

R={ix,y)/x =av®+ by +c)

erecna o

La grafica de una funcién cuadratica de ésta forma es una parabola que se abre hacia 1
hacia la izquierda, como se muestra a continuacion :

VIRGINIO wui
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w
F

|l

Fx - #
1) Eje de Simetria
El grafico de esta relacion también es una parabola, s6lo que su eje de simetria es el
recta paralela al eje z, y que se obtiene al resolver t = — %
2) Andlisis de Concavidad

Si a > 0, la parabola es concava hacia la derecha.
Si @ < 0, lapardbola es concava hacia la izquierda.

3) Interseccién con el eje Y
Para determinar los puntos que cortan al eje y se resuelve la ecuacion cuadratica:

—b b2 —4ac
2a

Los puntos que se obtienen son (0,31) y (0,y2)

4) Interseccién con el eje X
Determinamos el punto que corta al eje , cuando y = 0, es decir, el punto
(2,0)

Vértice
5) Determinamos el vértice de la pardbola a través de la expresion:

b
V—(.’E,—g)

: b :
El valor de x se obtiene al reemplazar el valor encontrado en y = — 2g 0 la expresi nal
a

GINIO GOMEZ

obteniéndo asi .

Ejemplo 2:

Grafique larelacion R = { (z,y) /x =y* -8y + 15}

Vi

Respuesta
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Del ejemplo, se tiene:
El eje de simetria es paralelo al eje z: y =4
a =1 > 0, entonces la parabola es concava hacia la derecha.

a=1, b= -8, c=15

Por lo tanto, los puntos son (0,3) v (0,5)

En la expresion: x = y? — 8y + 15 reemplazamos y = 0 obteniéndose:
2 =0%-8(0)+ 15 = 15

Luego, el punto de interseccion con el eje z es: (15,0)

Del ejemplo, obtenemos que el vértice es:

r=4?—-8(4)+15=16—-324+15= —1
Porlo tanto, V = (—1,4)

Luego, la grifica de la relacion x = y? — 8y + 15 es:

E T

-1

Problema de Aplicacion

Una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba desde lo alto de un edificio. La altura
viene dada por la formula h = 80 + 64t — 16t 2 (t en segundos y h en metros).

a) Dibuja la grafica en el intervalo [0, 5].
b) Halla la altura del edificio.
¢) (En qué instante alcanza su maxima altura?

VIRGINIO GOMEZ'
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1)
2)
3)
4)

5)

Respuesta

A} ALTURA (1)
140

120 \

100 \

&0 ‘\
60 \

40

\
20 \5

1 2 3 4 TIEMPO (5)
b) 80 metros. ¢) 2 segundos.
Ejercicios

Realice un analisis completo de las siguientes relaciones y grafiquelas:
fi={(z,y)/y=2"—8z}

fo={(2,9)/y =22~ 62}

fi={(z.y)/y=2"+ 6z + 8}
Ry={(z,y)/z=y>—Ty+ 1012}

Ry ={(z,y) /= =2y" + 5y — 3}

NIO GOMEZ'

('Y qué pasa en los casos en que la Parabola no corta al eje = ?. Observe el siguiente ejemplo

|

R ={(z,y) /z =22 — 122 + 23}

VIRG
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v

Observe que, la Pardbola no corta el eje X. Esto ocurre siempre cuando la expresion
b> —4ac < 0.

Respuesta
1) 2}
Vértiee (3/2,-9/2)
Vértice (4,-16) Intersecclon eje % (0,00, (3,0)
Interseccidn eje X (0,0), (8,0) Interseccidn eje Y: (0,0)

Interseccion eje T: (0,0)

|
=
<
o4
B

—44

VIR<..:J GOMEZ!
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3} wértice (-2,3)

Interseccion eje ¥ (-4,0),(-2,0]
Interseccion eje ¥: (0,8)
¥
l
T R
—4
4)

\5 x:':,-'z_T':,-' +10
——/_{/22_/~

—
o)
w= 2y w3
1’/_/‘4/_,
_F'_‘_'_'_'_,_,_,—-—'—"
T e

IRGINIO GOMEZ '

Volvamos nuevamente al concepto estudiado anteriormente: Dominio y Recorrido
Relacion.

V
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(existe otra forma de determinar dominio y
recorrido de una relacion?

Si, a través del grafico de éstas.

&Y

Fecormdo
Dromime
Ejemplo
Dado el siguiente gréfico:
v W=2u+ 3
= %

RGINIO GOMEZ'

En esta relacién y = 2x + 3, la grafica representa una linea recta y como no hay restricciones en |
el dominio, ni en el recorrido se tiene que:

Dom R =R RecR =R
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Ejercicios

Determine en los siguientes graficos, el dominio y recorrido de las siguientes relaciones

|
A

observe que los siguientes diagramas representan relaciones:

: L b I [
2 5 ’
—
L
3) v 4) g
an
-1
.
\_V1 A
-1
5) ¥ B) ks
e
o)
-4 =1
;/ﬂ ~ B
B
I
Respuesta
1.—  DomR=12,6] RecR = {3}
2.— DomR=[-5+00] RecR=R ]
3.— DomR=[-1,1] RecR=1[-1,1]
4.— DomR=R RecR =]—00,5]
5.— DomR=[—4,+00] RecR=[-2,+|
6.— DomR=]-00,5] RecR =R m
[
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En estas relaciones solo algunas de las relaciones cumplen la siguiente condicion:

A CADA ELEMENTO DEL CONJUNTO A.
LE CORRESPONDE LINO ¥V SOLOD
UV ELEMENTO DEL COMSUNTO B

JEn qué ejemplos pasa
esto’

Enelcaso 2y 3

Estas relaciones que cumplen la condicion mencionada reciben el nombre especifico de:
FUNCION

Una definicion alternativa es:

Una funcion es un conjunto de pares ordenados
{x,y) tales que no hay dos pares ordenados
diferentes del conjunto que tengan el mismo
primer elemento

Del ejemplo anterior, observe que:
Rl - { (a,l),(a,Z) }
Ry = { (0,2)7(1)71) }

R3= { (aal)v(bvl)}
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R4 = { (a, 1): (a:2)7 (ba 1) }

Lo cual reafirma que so6lo son funciones R o y R3

Ejercicios
D) Determine en los siguientes diagramas, cudles de las relaciones dadas son funciones:
R
A R B N R, 5 A 7 B

7
%

A Py B
— A R B
D) Determine en los siguientes conjuntos cudles representan funciones:

D {(1,2),(1,3),(1,4), (1,5) }
29{(1,2),(2,2),3,2) }
H{(La),(2,a),(3,a) }
9{(1,2),(2,3),(4,5) }

IIT) Determine en los siguientes graficos, cuales de las relaciones dadas son funciones:

VIRGINIO GOMEZ'
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1) Y 2) .

\|/

2) 4)

5 ¥ 6)

Respuesta

) Son funciones las relaciones R y R, II) Son funciones los ejercicios 2), 3) y 4)
IIT) Son funciones 1),4) y 5)

i
NP
VIRGINIO GOMEZ'
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Notacion:
Usualmente las funciones se denotan con las letras f, g, h,...,etc. y la funcion f de un conjunto
X auno Y se representa por medio de la notacion:

V4

Y= F (x)

f:X->Y

Los elementos de X se llaman preimagen. La variable = se llama variable independiente
Los elementos de Y que estan relacionados con X se llaman imagen. La variable y se
variable dependiente.

&

GOME

A menudo una funcién se define por medio de una férmula explicita.
Se puede pensar en una funcion f como en una maquina. El dominio es el conjunto de e
materia prima)para la maquina, la regla describe la forma de procesar la entrada y los valores de
son las salidas de la maquina.

Ejemplo

Si f(xz) = @ — 1, evaluar con z = 3 en una maquina-funcion

Entrada

Valores Magquin a—funcidn

de
entrada
2 —=2
(.2) &f Salida
Yalores

VIRGINIO
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Ejemplo 1:

Sea la funcion definida por la expresion: f(z) = 2?

La funcion esta definida de R en R , ya que el cuadrado de un ntimero real es un n
positivo o cero. Para hallar los valores de y, le asignamos valores a x y los reemplazamos en

f(@):

Sea. x=3 = f(3)=(3)%=9

Sea r= —4 = f(—-4)=(-4)*=16

Sea. x=0 = f(0)=(0)2=0

Luego, se tiene que: Dom f =R Rec f =R*

La representacion gréafica de f(z) = 22 es una Parabola. i1iGrafiquela Ud. !!!
Ejemplo 2:

Estudios empiricos indican que el periodo de vida de un mamifero en cautiverio esta

con el tamaiio del cuerpo por medio de la funcién potencia:

1)

3)

donde v es la velocidad del sonido en centimetros por segundo y 7' es la temperatura del aire
Kelvin . (En qué dia viaja mas rapidamente el sonido de fuegos artificiales detonadores: 18 de

L(M)=(11,8) M2

a
—
o

T

—_

(o)

(Qué predice esta funcion para el periodo de vida de un elefante de 4.000 kg en un zoologico?

Respuesta

Se tiene que M = 4.000

L (4.000) = (11,8)4.000°2
L (4.000) = 61,986

Por lo tanto, un animal en cautiverio vive aproximadamente 62 afios.
Ejercicios

De la misma pregunta ;Qué predice esta funcion para el periodo de vida en un
hombre de 80 kg recluido en una prision?

La distancia en pies que un objeto recorre el vacio estd dada por s(t) = 16 ¢*
donde ¢ es tiempor en s. Encuentre

a) s(0) b) s(1) c)s(2) d) s(3)
La velocidad del sonido en el aire varia con la Temperatura segin el modelo:

o(T) = 33,145 \/T/273

(T =310° K ) o 1° de enero (T = 270° K )?

88
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4) La funcién que transforma la temperatura de grados Fahrenheit a grados Celsius esta dada por C
= 3(F - 32)
9

a) Determine cuantos grados Celsius son 80 grados Fahrenheit
b) Determine cuantos grados Faherenheit son 30 grados Celsius

Respuesta
1) 28, 3 afos
2) a)0 b) 16 c) 64 d) 144
3) 18 de septiembre
4) a) 27°C b)86°F
TIPOS DE FUNCIONES

Funcién Par

fespar & f(—x) = f(z), Ve Dom(f)
Funcion Impar

fesimpar & f(—z) = — f(z), Vo€ Dom(f)

Nota:  Las funciones pares son simétricas respecto del eje y. Las funciones
impares son simétricas respecto del origen de coordenadas.

Ejercicios

Dtermine si las siguientes funciones son Par o Impar

1
a)y = |z| by = z
_ .2 _ .4
c) flz) =2° +1 d)g(z) ==
Respuesta

Son Par (a), (¢)y (d)
Es Impar (b)

Funcién por tramos

Una regla que defina una funcion puede incluir mas de una féormula. Una funcion defi
manera se llama Funcioén definida por Tramos.

VIRGINIO GOMEZ
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Ejemplo:
(2) = x? z <0
g z+1 x>0

Esta funcion es una sola, pero se da en dos partes o tramos.

Si queremos determinar g( — 2) reemplazamos x = —2 en el primer tramo, es
9(=2)=(-2)2=4

Para determinar ¢(5), consideramos el segundo tramo, es decir, g(5) =5+

La grafica de la funcién g(x) es

N
Lid
R
| O
O
O

Funcién Constante

Si ¢ representa un elemento de cualquier conjunto, entonces la funcion f definida por f(x
para todos los « del dominio de f se llama funcion constante.

El grafico de una funcion constante es:

Y v |
=
c=0 -t c <0 ’
Ejemplo:

[

Sea la funcion constante definida por: f(z)=5
Suponga que el dominio de f es el conjunto R de numeros reales, entonces: >

f(—=3)=5, f(2) =5, f(/3) =5, etc. iiGrafiquela Ud.!!
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Ejercicios

Determina el valor de la funcién para el punto sefialado:

Funcian f{-53 f(-2/3) fla + 1) fo, 4) f(a - b) fl. /o)
fiw)=-2u+ 1 J
f(x) — 2x—3

1+4x .
flu) = »? .
fix) =4
L
f2t -2 2z <1
2)Seaf(x)_{x+5 x> 1 O
Hallar:
a) f(0) = b) f(—=3)=
c) f(5) =
4 _
;—_1 x4 +1
3) Sea f(z) = z+2 x=1
r—3 x= -1
Hallar: R
a) f(—-3)= b) f(6) =
0 1(1) = A1) = Z
4) El precio del metro cuadrado de un material plastico para suelos depende de la canti

;

compremos, z, y es el precio en $ y viene dado por la funcion f(x) definida

10—-0,05x si 0<xz <50
flx) =< 7,5—0,02(x — 50) si 50 < a <100
6,5 — 0,002 (x — 100) si 100 <z <500

. Cual sera el precio si compro 300 m? ?

O
12
>
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Respuesta
D | N
Funcidn fi-53 f(-2/3) fla + 1) 0,43 f(a - b /20
fixd = 2% + 1 11 #i3 2a-1 o,z Da2bHl | - 2402+
= 2x-3 2a-2b-3 2.42-3
flu)y = 24—~ ) _ &
15 dx 1319 1345 2a-14f4a+5 0,85 THiodn m_ﬁ
f(n) = 2 25 49 (a+1) 0,16 (a-b:2 2 L
flx) = 4 4 4 4 4 4 4 .
pr—
2) a) 0 b) 153 0) 10
3) a) 10b) 37 0) 3 d) —4
4)$%6,1
FUNCION INYECTIVA

Una funcion es inyectiva si a cada elemento del dominio le corresponde un so6lo elemento del

recorrido

o

/]

En otras palabras,

4

no se repite el segundo
elemento en ningun
par ordenado

Ejemplos

Los siguientes conjuntos son funciones que van de los conjuntos M a N, con M =

N =1{1,2,3,4 }, pero solo algunos cumplen la condicidn descrita anteriormente.
Determine cual (es) es (son ) inyectiva(s):

D A={(21),32),41)}

3) C= { (272)7(373) }

Respuesta

Son inyectivas B y C.

92

2) B={(2,1),(3,2),(43)}
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FUNCION SOBREYECTIVA

Una funcion es sobreyectiva si todas las imagenes tienen preimagen.

Todos los elementos del Conjunto de
LLegada estan relacionados con un
elemento del Dominio, NO SOBRA
NINGUN ELEMENTO

EZ

Es decir, todos los elementos del conjunto de llegada estan relacionados con un eleme
dominio, no sobra ningun elemento.

El conjunto de llegada se denomina también CODOMINIO de la funcion.

Luego, se puede escribir que una funcion f es sobreyectiva si:

Cod f = Recf

Ejemplo

Determine cual(es) de la(s) siguiente(s) funciones son sobreyectiva(s):

1) (P

Respuesta:

Sélo el ejemplo 2) es una funcién sobreyectiva.

Ejercicios

I) Determine cuales de las siguientes funciones son inyectivas y/o sobreyectivas si:
f:M —>N
M={2,34} N={1,2,3,4}

A={(2,1),032),42)}

B=1{(22),(33),(44)}

C= {(27 1)7 (3a 1)’ (4’ 1)}

VIRGINIO GO
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D ={(2,1),(3,3),(4,2)}

IT) Determine en cual de los siguientes diagramas se presenta una funcion sobreyectiva:

Respuesta

I) Esinyectiva B yD
IT) Son sobreyectivas 1), 2), 3) y 5)

FUNCION BIYECTIVA

Una funcion es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva a la vez.

INIO GOMEZ !

Por ejemplo, en el diagrama y en el sistema cartesiano se muestran funciones biyectivas

<

VIRG
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FUNCION INVERSA

Una funcion tiene inversa, siy solo si, es biyectiva.
Ejemplo :

los pares de
SU inversa:

{(1,2),(3,4),(5,3}} HD:> {12,1),(4,3},3,5)}
o

Si una funcién es f(z) suinversa:

1)

Oh._Z

Para obtener la inversa de una funcion, primero se debe determinar si esta es biyectivaly Tuego 1

forma de la inversa, para ésto se despeja la variable "z

Ejemplo:
Sea f(z) ={(x,y)/y =2z +5}. Determinela Forma de la funcién Inversa

Respuesta

Como la ecuacion de esta funcion es una linea recta, la funcion es biyectiva. Su inversa s
despejando z de la ecuacion y = 2z + 5

y—2x =5
—2x=5—-y /.—1

2c =y —5

¥-5

X= 5

Luego, se intercambian las variables y por x:

Por lo tanto: F (=)= { (z,9)/y= ’ ; > }

VIRGINIO
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Ejercicios

Dadas las siguientes funciones, determine sélo la forma que tiene su funcién inversa:

.- F={(x,y)/z+2y=10}

2. — G:{(w,y)/y=2x5_3}
3. H={(x,y)/3z—5y=1}
Lo T={@y)/ T =10}
Respuesta

lL.— F'={(a9)/y= —20+10}
2 G ={my)/y=art o)
3 0 ={@y)/y=J0+3)
4~ I ={(z,y)/y=20+50}

fz), ...
gl jjufl!

Sea f:A — B una funcion, entonces:
Resumiendo

1) J sedira inyectiva si:

f{x1)=f(x2)=}x1=xz \:fx1 , Xp €A

Es decir, a imagenes iguales, preimagenes iguales.

VIRGINIO GOMEZ'
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2) J se dira sobreyectiva o epiyectiva si: VyeB, JzeA, y=f(v)

En forma equivalente Rec f =B

Codf=Recf{

—
1i7) f se dira biyectiva, si y sélo si, es inyectiva y epiyectiva a la vez.
Observacion: Si f : A— B no es Inyectiva, ni Sobreyectiva se puede enc

restriccion sobre A 'y B de modo que f : A' — B' sea Inyectiva y Sobreyectiva, es decir, re
funcion f.

ii Ahora, hagamos un analisis algebraico completo para un ejercicio en particular !!
Ejemplo1:
Determine si la funcion es biyectiva ( de no serlo redefinala ):

f R—=>R
r— f(r)=2x2
Respuesta

Dominio de la funciéon: ~ Dom f =R
Codominio de la funcién: Cod f =R
Recorrido de la funcién:  Rec f = ]R;

Cod # Rec f

Por lo tanto, _f no es sobreyectiva.

. .y . .. . +
Restriccion: Se cambia el codominio R por el recorrido R

fiR—=RS
Soélo resta analizar su inyectividad: f(x1) = f(z2) = T =2

Sea f(z1) = f(z2)
(21)* = (22)?
1] = [z
Luego: z; =226 Ty = — T2

Por lo tanto, f no es inyectiva.

Restrinjamos el dominio de la funciéon de R a Rg para hacerla inyectiva.

VIRGINIO GOMEZ
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JEntonces
como queda

lafuncion?

Ahora, f esinyectiva y sobreyectiva:

Redefinida , se tiene:

f: IRt —> IRT
B o
x —> fix) = x2

Por lo tanto, f es biyectiva.

Ejemplo 2:

Sea f:R — R definida por: f(z) =2z — 1 ;Es f una funcién biyectiva?. Si lo es,
suinversa f~!

Respuesta:

1) Inyectividad:

(@) = f(z2)
2$1—1=2$2—1 /+1
2$1 = 23’,‘2 / 12
T = Ty .. f es inyectiva.

2) Sobreyectividad:

Para determinar el recorrido de f, despejamos x en funcién de y. Luego, analizamos 1
restricciones para la variable y:

& les

y=2r—1
y+1=2z
1
ytl_ x No existen restricciones para y.

2

VIRGINIO GOMEZ

Por lo tanto, Rec f = R = Cod f vy setiene que f es sobreyectiva.
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Como f es inyectiva y sobreyectiva, se tiene que f es Biyectiva.

Luego, existe la funcion inversa de f y se define de la siguiente forma:

FUR —» IR

X — f_.jfx}=x + 1

Observacion: El estudio de una funcion debe considerar los siguientes pasos:

1) Para determinar el DOMINIO de una funcion se analizan las posibles
indeterminaciones que puede tener la formula que define a dicha funcién:

a) El denominader de una fraccidn debe
ser distinto de [

b) La cantidad subradical de una raiz de
indice par debe ser =0

Para determinar el RECORRIDO de una funcion, primero se debe despejar x en

funcién de y en la formula que define la funcion.
Luego, se verifican para la expresion que resulta de lo anterior:

2)

a) El denominador de una fraccidn debe ser distinto de 0
b La cantidad sub-radical de una raiz de indice par debe ser = ()

¢l La condicidn del Donunio (1 lo hay)
d) La férmula que define la funcidn, por ejemplo, una ralz que

puede ser positiva o negativa.

./ d

Graficar la funcion para verificar el Dominio y Recorrido encontrados.

3)
Para verificar la inyectividad, ademas, del método analitico (visto anteriormente) esta ‘el métedo

4)
grafico que consiste en trazar una recta paralela al eje x.

— Si la recta corta a la grafica de la funcion en un solo punto a lo largo de toda su

grafica, entonces la funcidn es inyectiva.
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— Si larecta corta a la grafica de la funcion en dos o mas puntos entonces la
funcion no es inyectiva. Para redefinir la inyectividad se debe restringir el
dominio de la funcion.

5) Para verificar la sobreyectividad basta comparar el Recorrido encontrado con el Codominio
funcion. Esto es:

Si Cod f = Rec f entonces f es sobreyectiva.

Si Cod f # Rec f entonces f no es sobreyectiva.

Si el codominio no esta dado en forma explicita se supone que Cod f = R.

Para redefinir la sobreyectividad se cambia el codominio dado por el recorrido que se ha
determinado.

n

6) Para determinar la funcion inversa se debe cumplir la condicion de biyectividad de
dada.

Vi

Luego de esto, se define la funcién inversa f 1 : Rec f — Dom f
z—y=["(z)
La formula de la inversa se obtiene despejando = en funcion de y, luego se cambia x p
x en la expresion que resulta del despeje anterior.

Ejemplos a desarrollar en clases:

3 w
Realice un analisis completo de la funcion definida por: flx) = lx—:_Qx
Ejercicios
I) Indique si los valores dados para x: pertenecen al dominio de estas funciones:
r=0:; —2; 35; 2; —0,25
Dy by - —
Vo x4
Ay=x-12 d)y=vx%+4
edy=x-3 Dy=+7-2x
I7) Determine el Dominio de las siguientes funciones: I
a) y=4r+5
b) fx)=a3+Tz+2
a—3
S m
7T—x
O =5
e) r(t) = —\/4—2t
f) s)=t2+4t+3

g) g(h) = +/5h +3
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b—3
h b)y =1/ ——
)=
1) Determine el Recorrido de las siguientes funciones:
a) fx)=8x—3

b) qg(x) =222 —4

¢) r(z) =322 — 12z
d) s(t) = %

o  sth=—-Vh+3
f) @) =+/q—5

18)) Analice Inyectividad, Sobreyectividad y Biyectividad para las siguientes funcione

determine la funcion inversa ( restrinja si es necesario):

a) fiR—-R ; fley=4-2z
b) g:R — R ; gx)y=x%-9
c) p:[—2, +oo[ = R p(x) = —+/bz + 10
d) s:R—{1} — R—{3} ; s(t):%
e) m:R — [ —4,+o0] ; m(t)=t2—4
Respuesta
I)
a) 3.5; V2 b) Todos salvo -2
¢) Todos ) Todos
e) 35 ) Todos
10
a) R b) R gR-{-1} IR
e) t<2f) R g)hz—g h)y b< —2
1)

101
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Q) R b y> —4 0y —12 O R-{3)
o R f) R g)R—{—g} N
110
9 R R L rw=t m
B g i[9+ = R ; g'@= -z +9 E
O pliR —[-2+00 p—l(x)=x2;1°
)  sTR-{3} >R {1}; s7(t) = H; O
e) m [ —4, 4+ >R ; rit) =t +4
Un poco de historia..... w

El término Funcion fue usado por primera vez en 1637 por el matematico francés René

Descartes para designar una potencia =" de la variable x.

En 1694 el matematico aleman Gottfried Wilhelm Leibniz utiliz6 el término para referlrse a
varios aspectos de una curva, como su pendiente. Hasta recientemente, su uso mas generalizado ha
definido en 1829 por el matematico aleman, J.P.G. Lejeune-Dirichlet (1805-1859), quien escrib
variable es un simbolo que representa un nimero dentro de un conjunto de ello. Dos variables x
asociadas de tal forma que al asignar un valor a x entonces, por alguna regla o correspondencia,
automaticamente un valor a y, se dice que y es una funcion (univoca) de x. La variable z, a la que
asignan libremente valores, se llama variable independiente, mientras que la variable y, cuyos va
dependen de la x, se llama variables dependientes. Los valores permitidos de = constituyen el dominio de
definicion de la funcion y los valores que toma y constituye su recorrido".

VIRGIN
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AUTOEVALUACION

4 —2?si —2<z<?2
2 Seaf(x):{x—l si 2<a <4

determine a) f( —2), b) f(2), ¢) f(4)

2) Grafique la siguiente relacion, analizando concavidad, Eje de Simetria,
Interseccidn con ejes X e Y y vértice

R={(z,y) €R’/z = — y>+ 4y + 5}

3) Seaf: ACR — R

z + 2

poo f) =
Determine:
a) Dominio de f(z) ff(=5)
b) Recorrido de f(x) 9) f(3)
¢) Inyectividad h)f1(-3)
d) Sobreyectividad i) f1(4)
e) Funcion Inversa (restrinja si es necesario

4) En 1897 un profesor de Fisica propuso que la temperatura I’ en grados

Fahrenheit, en un termémetro "criquet” esta dada por
T(z) = % +40

donde = es el nimero de chillidos del grillo por minuto. Si el nimero de chillidos
se aumenta en 10, determine en cudnto aumento la temperatura

103
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Respuesta

a) f(=2) =00 f(2)=1

Concavidad

a = — 1 < 0 = Concavidad hacia la izquierda

Eje de Simetria

y:_gv

Interseccion eje X
z =5= (5,0)

Interseccion eje Y
—y?+ 4y +5=0

y1= —1, y2 = 5 Los puntos son: P, (0, — 1), P»(0,5)

Vértice

Gréfico

f(4) = no esta definido en la funcién

a)Dom f =R — {3}
b)Recf =R — {1}

c) f(z1) = f(x2)

$1+2_.’E2+2

3—1?1 3—.’[32

(x1 + 2)(3—m9) = (z2 + 2)(3 — 1)
5I1 = 5.%2

T

ZIQ

Por lo tanto f es Inyectiva

d) Cod f =R, Rec f =R-— {1}

104
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f No es Sobreyectiva, luego restrinjimos

f:R — R—{1}

v - f) = 22

funcién Inversa

f_IZR—{l}HR

v ) = 22
Nf(=5)=-3/8 g) f (3) = indeterminacion
h)fY(—3) = 11/2 i) fl4) =2

siT=0,T(0)= 2+40:40

10
T=10, T(0)= - +40 =40 =425

42,5 —40 =2,5. Por lo tanto aument6 2,5°F

VIRGINIO GOMEZ'
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CAPITULO IV

FUNCION EXPONENCIAL Y
LOGARITMICA
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FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

Este tipo de funciones nos permiten representar situaciones de la vida real.

UN EJEMPLO REAL

Algunos tipos de bacterias se reproducen por "mitosis", dividiéndose la célula en dos,
espacios de tiempo muy pequefio, en algunos casos cada 15 minutos. ; Cudntas bacterias se pro
estos casos, a partir de una célula, en un dia?

2

tiempo (min) bacterias
ISmin,x =1 |2
0min, x =2 | 4
4Smin,z=3 | §
60min, x =4 | 16

Es decir, las bacterias crecen a razon de 2%
si z son los intervalos de 15 minutos: en una hora hay 2* = 16 bacterias , en dos horas 2% = 25
decir, enun dia, 2 2*4 = 2%=79-10%. {bacterias!

Esto nos da idea del llamado jcrecimiento exponencial!, expresion que se utiliza cuando algo cre
deprisa

Una funcioén exponencial es una funcion definida por una ecuacion de la forma:

f(z)=0b" ,enlacual b>0y b#1

ﬁl_\
iy
l..i_

\_.CLa constante 727 ze denomma
base

AR

Lavwvariable “x™ se denomina

exponente

e
— Para que la funcion tenga sentido y se pueda dibujar, la base b debe ser b > 0, ;por
qué?
Por ejemplo sib = — 2, ;codmo se definiria ( — 2 )% ? Seguro que sabras que % es la
raiz cuadrada de — 2, la cual no existe. Lo mismo pasaria con otros valores de x, por
lo que la funcién no tendria sentido.

— Es claro que si b = 0, se trata de la funcién 0, sin interés.
— Habrés observado también que la funcioén cuando b > 1 es muy distinta que cuando

b < 1,y ademas que cuando b = 1 se trata de una recta, es decir, de la funciéony =1,
que es una recta horizontal.

VIRGINIO GOM

107



Instituto Profesional Dr. Virginio Gémez
Departamento de Ciencias Basicas VIRGIN!E)LO_HE

!

i

Grafica de funciones exponenciales

Para graficar estas funciones se construye una tabla de valores conveniente para x'y se ina
los valores de y al haber reemplazado z en la ecuacion.

La funcién es siempre creciente o siempre decreciente (para cualquier valor de x), dependiendo,
de los valores de la base "b".

Lafuncidén escrecientesi & =/ v esdecrecientess 0 <b =1

Ejemplo : Grafique y = 3°
Respuesta
Haga una tabla de valores de la funcion y = 3% y a partir de ella, grafiquela

En este ejemplo b = 3, es decir, la funcion es creciente.
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Ejemplo

3 T
Grafique y = A
Respuesta

) 3 -, .
En este ejemplo b = 5 por lo tanto la funcion es decreciente.
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4031278 1.67] 1 0,6 | 0,36 0,22
N Y

\\-"" 5

Y 2

1

Si observa las grafica vistas en los ejemplos dados notard que se mantienen car
comunes, de aqui obtenemos las propiedades siguientes:

OMEZ

Propiedades de la funcién Exponencial

* La funcion existe para cualquier valor de x. El dominio de la funcién exponencial es el
conjunto de los numeros reales.

* Los valores de y son siempre positivos (prueba cuantos valores desees para x). Por
tanto: LA FUNCION SIEMPRE TOMA VALORES POSITIVOS para cualquier valor

de z. El recorrido de f es el conjunto de los niimeros reales positivos.

* En todos los casos la funcion pasa por un punto fijo, la grafica de la funcion intersecta al eje
x = 0. Generalmente, el punto (0, 1)

* El eje X es una asintota horizontal para la grafica de la funcion exponencial, es decir,
se acerca al eje X tanto como se desee, sin llegar a cortarlo, hacia la derecha en el caso
enque 0 < b < 1y hacia laizquierda en caso de b > 1.

* La funcion f es inyectiva.

Ejercicios

IRGINIO G

I) Grafique las siguientes funciones, determine, ademas cuales son crecientes y cuéles decrecientes:
1" -

L— fl@)={35 2. f(z)=3
1 T —2

3.— flz)= <Z> 4. — flx)y=47"

1) Las amebas, son seres unicelulares que se reproducen partiéndose en dos (biparticio sto se

realiza mas o menos rapidamente seglnlas condiciones del medio en que se encuentren
Supongamos que las condiciones de un cultivo son tales que las amebas se duplican aproximadamente
cada hora y que, inicialmente, hay una ameba.

V
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a) Calcule el nimero aproximado de amebas que habra segiin pasan las horas y
complete la tabla .

TEMPO (horas)| 0] 1 | 2
N2 DE AMEBAS 112 4

L]

4|5 |6

b) Represente graficamente estos datos

¢) Cambie los ejes y represente la funcion cuyas variables sean, ahora:
2: numero de amebas
y: tiempo (en horas)

EZ

IIT)  Las sustancias radiactivas se desintegran transformandose en otras sustancias y lo hacen
mayor o menor rapidez, segiin de cudl se trate.

Supongamos que tenemos 1 kg de una sustancia radiactiva que se desintegra reduciéndose a la m
afio. El resto de la masa no desaparece, sino que se transforma en otro componente quimico distinto

M

a) Complete la tabla siguiente (utilize la calculadora para obtener los valores con tres cifras deci

TIEMPO ( afios) 0 1 2 3 4 5 [
SUST. RADIACT. (en kg) | 1 0.5 |0,250{0,125

b) Represente graficamente los datos
¢) Cambie los ejes y represente la funcion cuyas variables son, ahora, x: peso de la sustancia radi
kg), y: tiempo transcurrido (en afios)

Respuesta

1)

Cecrecients Creciente

VIRGINIO G
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4 Decrecients
3y Decrecients

/

IRGINIO GOMEZ '

1) a)
mempo thoras) | Ol 1 21314156
N2 DE AMEBAS 1121418 16]32]064

b N2 DE AMERAS
ol

a0

40

a0

20

10

[ ] T
| TIEMP{) (horas)

¢ ) TIEMPO thoms)

6 d
5 o
4 »

10 20 30 40 50 6o | DnAMERAS
II7) 1 _

O L ievpo (afios) o [ 1 23] 4] s s
SUST. RADIACT. (en kg) 1 0.5 | 0,25010,125]0,063] 0,051 0,016
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APLICACIONES DE LA FUNCION EXPONENCIAL

Muchos Modelos matematicos que se presentan en ciencias y matematica se pueden rep
por funciones exponenciales.

ON

Por ejemplo: La funciéon exponencial se aplica a la quimica y fisica. En algunos
radioactivos son de tal naturaleza que su cantidad disminuye con respecto al tiempo, se ¢ el
exponencial y se dice que el elemento decrece o decae.

e

El Polonio (elemento radioactivo) descubierto por Marie Curie en 1 898 decae exponencialmente de
acuerdo a la funcion: m = mge %9  donde m  es la masa inicial del Polonio, m es la masa al cabo de
un tiempo y ¢ es el tiempo en dias.

El crecimiento poblacional (Demografia) de una region o poblacion en afios, parece estar sobre
de caracteristica exponencial que sugiere el modelo matematico dado por: N = N e **, donde
poblacion inicial, ¢ es el tiempo transcurrido en afios y k es una constante. (En 1798, el economista ng
Thomas Malthus observé que la relacion N = N ge *! era valida para determinar el crecimient_
poblacion mundial y establecio, ademas, que como la cantidad de alimentos crecia de manera lineal, e

mundo no podia resolver el problema del hambre. Esta ligubre prediccion ha tenido un impacto
importante en el pensamiento econémico, que el modelo exponencial de crecimiento poblacional se ¢
con el nombre de modelo Malthusiano).

En la medicina, muchos medicamentos son utilizados para el cuerpo humano, de manera que la c“
presente sigue una ley exponencial de disminucion.

Observacion:

La funcion exponencial obedece a todas las leyes de los exponentes.

EL NUMERO e
Quizas ya conozcas un niimero muy especial llamado niimero "e". Si no lo conocias, se
nimero irracional, por tanto con infinitas cifras decimales y no periddico, cuyo valor es

e =2,7182818..... en sus seis primeras cifras decimales.

Evidentemente e > 1, luego la funcion ya es conocida, siempre creciente.

VIRG
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Ademas de escribirse como y = e” , también se escribe como y = exp(x), por tratarse de la funcion
exponencial mas utilizada

Debido a su importancia muchas calculadoras con funciones cientificas tienen una tecla e®|q
permite calcular los valores de e® directamente.

4

La funcién exponencial que tiene por base el numero e tiene un especial interés que conoceras
cuando se estudien los limites y los logaritmos. Por ejemplo, en Calculo el numero e surge del estu
la funcién f definida por:

o %

1 n
fln) = <1 + —> en donde n es un entero positivo.
n

Puede probarse que los valores de la funcion f(n)se acercan al numero e, a me
aumenta de valor, es decir:

1 n
(1—1——) — e cuando n — + 00
n

IO GOM

1) Usando su calculadora (tres decimales aproximado) determine:

a) e® = b) e’ =

c) et = d)e?4eb= Z
2) La curva adoptada por un cable o una cuerda larga que cuelga sobre su propio peso entre dos

soportes fijos se llama catenaria. Puede probarse que bajo ciertas condiciones un cable colgan
forma de la grafica de la funcion:

e z/c te —x/c

fla)= e S

Determine ,si ¢ =2 a) f(2)b) f(5) ¢) f(—=3)
(tres decimales aproximado):

Respuesta

1) a) 20, 086.. b) 148, 413... ¢)0,018... d) 403,564...

VIRGI
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2) a) Para ¢ = 2 y =2 setiene:

e2/? 4 =22

F(2)=-2 5 — 3,086..

b) £(5) = 12,265 ¢) f(—3)=4,705

Ejemplos de aplicacion

El estroncio 90 se usa en reactores nucleares y se desintegra de acuerdo a laecuacion
—0.0248¢ donde P es la cantidad presente en ¢t = 0 y A la cantidad que queda después de ¢
colocan 500 miligramos de estroncio 90 en un reactor nuclear. ;Cudnto quedara después d
(Exprese la solucion con dos decimales)

Respuesta:
El modelo es A = P e ~%9248! se reemplazan los datos dados: P = 500 y ¢t = 10

Luego: A = 500 ¢ —0.0243(10)
A~ 390,18

Después de 10 afios quedan aproximadamente 390, 18 miligramos de estroncio 90
Ejercicios: (dos decimales aproximado)
1) Para el mismo ejercicio dado anteriormente, considere

a) P =1500 y t =8, determine A
b) A= 15000, t = 18 meses, determine P

O GOMEZ

2) Si el monto generado por un capital C' colocado a una tasa de interés compuesto i alm
periodos de capitalizacion es:

M=C(1+i)"

<

a) Determine el Monto que se obtendra al cabo de 5 afos al depositarse $15.000 a unatasa de

interés de 5% anual.

b) Si el Monto obtenido es de $ 200.000, la tasa de interés de 3% anual y el tiempo tran: 1
afios. (Cual fue el capital?
3) La poblacion mundial P en 1974 era aproximadamente de 3,9 miles de millones
crecimiento anual del 2%. Si se supone un crecimiento continuo entonces P = 3,9 e 02!, donde
tiempo en afios después de 1974.
Suponga que no ocurren cambios en la tasa de crecimiento.
a) Calcule la poblacion para 2003.
b) En cuanto tiempo la poblaciéon aumenta al doble

IRGI

4) En condiciones ideales el nimero de bacterias presentes en un cultivo en ¢ horas estd
modelo N (t) = 1.000e*! , k es la tasa de crecimiento y 1.000 es el nimero de bacterias e po
t=0.

V

a) ;, Cuantas bacterias habra a las 3 horas si £ = 0,001 ?
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b) ; Cuantas bacterias habra a las 3 horas si k = — 0,02 ?
5) Se sabe que la concentracion de un farmaco en sangre viene dado por y = 100(0,9 e

miligramos, ¢ en horas).

a) ;Cual es la dosis inicial?

b) (Qué cantidad de ese farmaco tiene el paciente al cabo de 1 hora? ;Y de tres horas?

¢) Represente la funcion.

Respuesta

1) a)1.230 b) 1556, 85

2)a) $19.144
b) $128.372

3)a) 6,97 miles de millones
b) 34,66 afios

4)a) 1.003
b) 941,76

5)a)t=0 — y = 100mg
b)t =1 —y=94mgen |
t=3 —y=83mgen3

cl CONCENTRACION DE FARMACO (my)

hora
horas

1060

901y

]

H

1

70

i)

P

50

40

30 N

20

10

1 20

30

40

TIEMPO Chiorms)
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Otra funcién muy importante que tiene
relacion con la funcion exponencial es

la funcion logaritmica, la cual vamos a
estudiar a continuacion

OMEZ'

FUNCION LOGARITMICA

Ya que la funcién exponencial f:R — RT definida por y=0% es biyectiva n
consecuencia una funcion inversa. Para encontrarla, haremos lo siguiente: Intercambiamos las variables x
ey para obtener x = b¥. Esta formula define a = como una funcion de y:

G

y es el exponente al que se eleva la base b para obtener x

Reemplazando la palabra exponente por la palabra logaritmo podemos reformular la
asi:

" y es el logaritmo en la base b de x " y abreviarla utilizando la formula:

y=logpx (= x=5b'

. "
. .
) [y

Esto nos relaciona la funcién logaritmica con la exponencial.

Por lo tanto, la funcion logaritmica con base b se escribe:

Jx)=logpx

VIRGINIO

Es la funcion inversa de la funcién exponencial con base b.
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GRAFICO DE LA FUNCION LOGARITMO

La grafica de esta funcion es simétrica a la grafica de la funcion exponencial.

Para graficar le asignamos valores a y y al remplazarlas en la funciéon = = bY obtene
de z.

Si la base es mayor que 1, la grafica de la funcion es siempre creciente, (se puede obs
crece "mas deprisa", cuanto mas pequea es la base del logaritmo).

Ejemplo:

Graficar: f(z) = logex < 2V ==z

Co P e [
by bo Oy

Ahora grafique usted las siguientes funciones logaritmicas:

&

A

Ejercicios
a) f(z) =logsx b) flx) =log.a
c) f(z) =log 2(z —1) d) f(z) =log5(1 — =)

(Qué puede observar que tienen en comun estas graficas?

117
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Algunas aplicaciones de la funcion logaritmica

Los astronomos para determinar una magnitud estelar de una estrella o planeta utilizan ciertos caleulos de
caracter logaritmico. La ecuacion logaritmica les permite determinar la brillantez y la magnitud.

En la fisica la funcion logaritmica tiene muchas aplicaciones entre las cuales se puede mencionar el calculo
del volumen "L" en decibeles de un solido, para el cual se emplea la siguiente ecuacion L= 10 -dog (L/
1), donde I es la intensidad del sonido (la energia cayendo en una unidad de area por segundo), [ ( eslla
intensidad de sonido mas baja que el oido humano puede oir (Ilamado umbral auditivo). Una conversacion
en voz alta tiene un ruido de fondo de 65 decibeles.

La geologia como ciencia requiere del planteamiento de ecuaciones logaritmicas para el calculo de la
intensidad de un evento, tal como es el caso de un sismo. La magnitud R de un terremoto esta definida
como R = log (A / Ag) en la escala de Richter, donde A es la intensidad y A es una constante. ( Aqesila
amplitud de un sismografo estandar, que esta a 100 kilometros del epicentro del terremoto).

De la funcion logaritmica se puede decir que:

El dominio es el conjunto de todos los numeros reales positivos.

El recorrido es el conjunto de todos los nimeros reales.

La grafica pasa por el punto (1,0)

Si b > 1, la funcidn es creciente.

Si 0 < b < 1, la funcién es decreciente.

logyx =logyw ,siysolosi, z =w

El eje Y es una Asintota vertical , ya que se acerca al eje Y tanto como se desee,
sin llegar a cortarlo, hacia abajo en el caso en que b > 1 y hacia arriba en caso
de b < 1 ("SIEMPRE POR LA DERECHA")

* K X X X X ¥

En la expresion: se tiene que

La constante “ 5 “ se llama hase.

La variable “x” argumento del
logaritmo.

La variable “y wvalor del logaritmo

F""
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La siguiente tabla muestra el paralelismo entre la forma logaritmica y la forma exponencial:

Fortna Logaritmica Forma Exponencial
Log ;9=2 9=3¢
Log , 10.000=4 10.000= 10"
1
L-::-g4 4=1 4=4
Ejemplo:

Calcule los logaritmos siguientes:

a) log,16 =7

b) log28="7

Ejercicios

Encuentre los siguientes logaritmos:

, 1a solucién es 4, porque 2* = 16

, 1a solucién es 3, porque 2% = 8

a) log 5125 = b) 10g7($> -
c) log%5: d) log 16(%) -
e)loggl = f)logs3 =
g)log (15625 = h)log 7 =

Respuesta

a) 3 b) — 2 ) —1/2 d) — 3/4

e) 0 IR g) —4 h) 1/2

Consecuencias de la definicion

NOTA: Lo siguiente es valido para cualquier base b > 0, b # 1

1)

El logaritmo de 1 en cualquier base es "cero"

log 11 =0
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2) Si la base y el argumento son iguales, el logaritmo es 1
logy b=1
3) El logaritmo de ”cero” no esta definido

log ; 0 no esta definido
4) El logaritmo de un nimero negativo no esta definido

5) El logaritmo de una potencia cuya base es igual a la base del
logaritmo es el exponente de la potencia

logpb® = c

Ejercicios

Encuentre los siguientes logaritmos:

a) log92 = b) logs27 =

c) log4l = d) log o a ™) =

e) log30= f) logs(—10) =

Respuesta

a)l b)3 ¢)0 d)ym+1 e) No esta definido /) No esté defini

LOGARITMOS DECIMALES O COMUNES

La base de una funcion logaritmica puede ser cualquier niimero real positivo diferente
préctica, sin embargo dos son las bases mas importantecuando =10y b=-e (2,718....)

Lag logaritmos decimales o comunes
son aguellos cuya base es 10

Cuando la base es 10 se escribe log y se subentiende que la base es 10.
Ejemplo

log 1,100 se escribe log 100

VIRGINIO GOMEZ
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Ejercicios

miligramos, ¢ en horas).
Si queremos que la concentracion no baje de 60 mg, ¢al cabo de cuanto tiempo tendrem
inyectarle de nuevo?

1) Encuentre Ud. el valor de los siguientes logaritmos (use su calculadora, 2 decimales):
a) log 0,01 b) log 10.000
¢) log 0,00001 d) log5 — log3 m
6log4 — 3log9
e) 2logd +6log7 f)u
log3
2) Se sabe que la concentracion de un farmaco en la sangre viene dado por y = 100(0, E
OS_(

3) Un cultivo de bacterias crece segun la funcion y = 1+ 2%/1% (y: miles de bacterias, x:

Calcule cuanto tiempo tardaran en duplicarse.

Respuesta
1) a) —2 b) 4 c)—5

d) 0,22 e) 6,27 f) 1,57
2) 100 - (0,94)" = 60 =t = 8h 15min

Al cabo de aproximadamente 8 h 15 min
3) 142710 =4 = o = 15043 — 15,80 ~ 16 1

LOGARITMOS NATURALES

Silabase b de una funcion logaritmica es e = 2, 7182818..., entonces

Los logaritmos narturales son
aguellos cuya base es e

n_n

log. x seescribe Inx y se subentiende que la base es el numero "e

Ejemplo

log, 100 se escribe (n 100

VIRGINIO GC
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Ejercicios

Determine usando su calculadora los siguientes logaritmos (use tres decimales):
a) In2 =

b) In234 =

c) Inb =

d)2In3—Ind=

e)3ln2+5n3—-Inl=

f)(In6—4In2)? =

g) lnell? =

Respuesta

a) 0,693
b) 5,455
¢) 1,609
d) 0,811
e) 7,573
f) 0,962
2 1/2=0,5

Muchas veces conviene cambiar la base del logaritmo original a una base conocida
necesitamos la siguiente definicion:

FORMULA DE CAMBIO DE BASE

Si "a" y "b" son nimeros positivos diferentes de 1, entonces para cualquier nimero
se cumple que:

_ log,N
logy N = o0 b

Ejemplo

Usando la forma anterior, encuentre el valor de log 18, usando su calculadora

Respuesta

En este ejercicio podemos verque b =6 y N = 18
Como en la calculadora es posible encontrar los logaritmos decimales, cambiaremos
entonces a = 10

IRGINIO GOMEZ

log 18
log6

log 618 = ~1,6131
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Ejercicios

I) Cambie los siguientes logaritmos a la base que se pide. Deje expresado:
a) logs2abase 3
b) log 43a base 2
¢) logs9abase3

II) Encuentre el valor de los siguientes logaritmos usando cambio de base (3
aproximados):

a) log 721 =
b) log 5214 =
c) log 418 =

d) 2log516 — 3log 415 =

. 5loga7
logs8

VIRGINIO GOMEZ
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Respuesta

logs2 log 23 log 39
D a) log3b b log o4 ¢ log 3d
1)

a) 1,565
b) 3,334
c) 2,085
d) — 2,415
e) 7,416

Para poder resolver ejercicios con logaritmos es necesario que conozcamos algunas de

GOMEZ'

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

;.

n._n

Sean x e y nOmeros reales positivos, b >0 A b#1 y "n" es cualquier n
Entonces:

1) El logaritmo de un producto es igual a la suma de los factores del logaritmo

logpx.y = logy x+ logy ¥

INIO

2) El logaritmo de un cuociente es igual a la diferencia de los factores del logaritmo

logp X = Jagy x— logy y
¥

G

3) El logaritmo de una potencia es igual al exponente de la potencia multiplic
logaritmo de la base de la potencia

logp x™ =nlegy x

VIR
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Ahora usaremos estas propiedades para resolver los siguientes ejercicios:

Ejemplo

Escriba log,( 2% - y*) como suma y diferencia de logaritmos

Respuesta

logy (z°-y*) = log, x* +logy y*°
=2logyx+3logyy

Ejercicios

MEZ'

Escriba los siguientes ejercicios como suma y diferencia de logaritmos. Desarrolle al maximo:

a) logb(x?’ ~y3)%

2

x z(z®—
c) logb(5—$§) d) l092<7y

) f) log, \/

V125 - 57
54

B

c
e) logc( -
c

no

g)1093< z(z+1)

-

. xr-z
VI Gy

Respuesta

a) glogbm + glogby

b) 3log,» + 9log,y + 3log,z — 18
¢) — log,x + log,y — log,b

d) log,x + logz(ac2 —y) — %logzy

14
6) B

1 1 1
D) §logb(x—4) + §logb(2:r+ 7) _51091;1’ —log,(3z 4+ 7)

g) 4log, (22 —=5) + 3log,(Tz — 9) — log,z — log ,(x + 1)

(z? —5)4(7x—9)3> B log

b) logb(i

5
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h)

N | ©

i) log, & + Tlog  z —4log (y +1)

Veamos los casos al revés, es decir, de una
suma o resta de logaritmos, escribir como
un solo logaritmo

Escriba como un solo logaritmo la siguiente expresion:

T

2
2logyx — 3logyy — logym —logyy® = log, (6—)
yOm

Observacion

Una forma facil de resolver estos ejercicios es agrupar por signos: Todos aquellos fa
cuales precede un signo positivo ( 4+ ) quedan en el numerador de la fraccion , y los que ti

negativo ( — ) quedan en la fraccion del denominador.

II)

Ejercicios

Escriba como un solo logaritmo:
1
a) 3logy x — 3 logyy
4
b) £ logx — 3logm + blogn — logb

c) — log,3 —log,4 + 4log,m + log,z + log,w
d) log(z+y) — log(z—y)

1 1

e) logm + logn — 3 loga — 5logb — Zlogh
1

f) logym + logyp — glogbr

1
g)logyan — log,q + blog,r + §logaf

Demuestre las siguientes igualdades usando las propiedades de los logaritmos

27 8
a)log 3 + log V98 + log % = log3

126
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1 9 1 z+1
Z 2 Zlog S—— = 1
b)4log(x + 3z + )+4log 5 logv/x +

Respuesta
x3 \5/5574 -n’®
a) log, —= b) log ————
\/5 m3 - b
mt oz w z +
c) long d) log(x — z>
m-n m-p
e) logm f) lOgb \5/;

iiAhora usemos lo aprendido en las ecuaciones exponenciales!!

B coocores / 0

w2

ECUACIONES EXPONENCIALES

5OMEZ!

Se llama Ecuacién Exponencial a aquellas ecuaciones que tienen la incognita en el exponente.”
Algunos ejemplos de ecuaciones son:

3277'=3
2074 27 4 27 =7
Las ecuaciones se pueden presentar de tres formas distintas
CASO 1: Ecuaciones en las cuales se pueden igualar las bases
Algunas veces las ecuaciones exponenciales pueden resolverse consiguiendo que ambod lados de

la expresion, estén expresados como potencias de la misma base e igualando posteriormente los
exponentes. Para ello hay que tener muy presentes las propiedades de las potencias.

127



Instituto Profesional Dr. Virginio Gémez

Departamento de Ciencias Basicas

Ejemplo

Resuelva la ecuacion:

9r _ gr—1, gl-2¢

Respuesta

Dado que 4 =22% y 8 = 23, la ecuacion puede escribirse de la siguiente forma:
97 _ gr—1. gl-2
97 = (22)7-1.(23)1-%
9T _ 922 936z

2% — 2—4:64—1

Debido a que la funcion exponencial es uno a uno, los exponentes se igualan:

r= —4x+1
. 1
5
Ejercicios

Encuentre el valor de la incognita:

1) 37 = 320+1
9) 2¢(+1) = ¢4

3) 5%+l = 950 . 53¢
4501 =1

5) 37(z+ 1) = 34

6) 4z+2 — 2—2z _890—1

Respuesta

=1
=1/3
= -2
=1

~ Ot W
—_ T —
88 8 8

7) 37 = gr+l.o7l-2z
8) 72+l = 343

9) 33t+2 . 92 — 971-=

10) 16 43z 24z — g4 l4w

11) 52+ ;25 2043 = 1952

T 2z —1
12) 27% = 2
2)z=+1, -2 9)5/4
4)r=1 10) —7/5
6) r=—7 1)z = —10/3
8) x=1/2 12)z= —2/3

128
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CASO 2 : Ecuaciones en las cuales no es posible igualar bases

En estos casos para resolverlas debemos usar logaritmos y luego las propiedades de ést
Ejemplo
Encuentre el valor de x en:

4757 =6

Respuesta

MEZ

Para resolver esta ecuacion aplicamos logaritmos decimales o naturales en ambos lados de la
ecuacion y luego usamos las propiedades de estos:

47.57 =6 / log
log (4 -57%) =1log6
log4® +1log 5° =log 6
xlogd+xlogh=1ogb6

x (logd+logh) =1log6

log6

Ejercicios

Encuentre el valor de z en las siguientes ecuaciones exponenciales ( exprese el valor d
dos decimales aproximados):

1) 72(m+1) =3 2) 47 = 972r+1
3)3x+4:2m—16 4)6535—2:30
5)27 .37+ — 4 6) 317 . 43 = 4o+ . e

7) 22+2x: 44—35 —9r.3~7

8)2 " : 43T .6=1

Respuesta

Haz= —0,72 2)z= —0,63

3) = —38,19 4) z =1,08 5) 2 =0,16
6)z= —0,16 Ne= —1,3

VIRGINIO GO
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CASO 3 : Ecuaciones en las que los términos de la ecuacion estan separados por sumas y/o restas que no se
pueden realizar

Ejemplo: 2771 4 27 4 22+l =7

L

Se trata de conseguir que todas las expresiones exponenciales sean iguales y 1o mas sencillas posibles
usando las propiedades de las potencias.

27,271 p2vrp 2v 2l =7

2 xT
— 4+ 274 2.2 =7
2
Conseguido ésto, usamos una variable auxiliar u = 2 con lo que nos queda la ecuacion
g +u+2u="7

Ecuacion de primer grado que sabemos resolver .

g+u+2u:7 /-2
u +2u +4u =14

Tw =14

u =2

Una vez resuelta se obtiene v = 2, con lo que volviendo al cambio realizado al principio:

GOM

u =27

27=2 . Ecuacién exponencial del tipo que hemos trabajado antes, cuya soluciéones x = 1.

Ejercicios

a)e® — 5e % + 4e7 =0 (sug: variable auxiliar u = e%")
b)5 Tt 4 57 =750

c)4* — 2% =2

d)9*— 2.3 481=0

e)4z+1+ 2z+3: 320
)5% + 522 4 57 = 651

Respuesta
a)x=0,67Ty ==
b)z =3

c)x=1

dyx =2

e)xr =3

fle =0

ECUACIONES LOGARITMICAS

En estas ecuaciones la incognita se encuentra en el argumento del logaritmo.
La forma de resolverlas es la misma cualquiera que sea la base del logaritmo. Una vez encontra
solucion es conveniente verificar si esta cumple con la igualdad ya que en algunos casos, algunal
soluciones que se obtiene para una ecuacion logaritmica pueden no ser validas.

IRGINIO

Vv
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Ejemplo 1

Resuelva la ecuacion : log (22 4+ 50) = 2
Respuesta
Como el logaritmo es decimal igualamos logaritmos a ambos lados de la ecuacion:

log (22 4+ 50) = log100

2x 4+ 50 = 100
xr =25
Ejemplo 2:

Resolver la ecuacion log (3 — %) = log2 + logx

Respuesta

log(3 — z?) = log2 -z
3—z2=2-2
2 4+22x -3=0
(x +3)(z—1) =0
r= -3y x=1
Al Sustituir el valor — 3 en la ecuacion inicial se obtiene

log(—6) = log2+ log(—3)

jlogaritmos de nimeros negativos que no existen!. Por tanto la unica soluciénes x = 1

Ejercicios
Encuentre el valor de x (exprese su respuesta con dos decimales):

1) log 35z = log 3160 2) logs(T—ax)—logs(l—x) =1

1
3) 2logax + 3log 92 = 3logsx — 10923—2

4 logex + loga(x—2) =3 5 in(6+z) =In(3+4x)
6) logox = logs5 + logo9

7) logg\/m= 2

8) In(z+1) = In(2z — 15) 9) logs(In2z) =0

10) log (2 — 3) + logz = logh 11) 4lnz — In(z+2) = Inx?+ Inl

1
12) logg (Inzx) = 3

VIRGINIO GOMEZ'

1
13) log(z* +1) — log(z? —1) :logé
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4)in(z—3) +In(z+1) =In3 +In(z—1)
15)2In(x —3) = Ilnz — In4

16) log(x +3) — log(x —6) =1

Respuesta
1) z = 32 Na=—2
3)ac:1 Hx=4

4
Sz =1 6) x =45
Tya= ++/97~ £9,85 8) =16

5

9)x:§z1,36 0=
1)z =2 12)z =eVs
13)x1 = —5 33=25 14)z =5 (z = 0no vale)

4
_ LT _
15) &= =5 { 9/4 no vale

16)z = 4

SISTEMAS DE ECUACIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES

NIO GOMEZ'

Como el nombre indica, son sistemas de ecuaciones donde una o mas de ellas son de tipo exponencial o
logaritmica. Los métodos de resolucion numéricos son idénticos a los expuestos para las ecuaci

Ejemplo .- Resuelva el sistema de ecuaciones siguiente

2t _3v-l=75 (a)
20t 4+ 83V =712 (b)

De la ecuacionn (a) despejamos 2 ¢

2t =5 + 3v! (c)

Reemplazamos lo obtenido en la ecuacion (b)
27T 4+ 8.3V = 712

2724+ 8-3¥ = 712
(54 3¥~1) 24 8-3Y =712

VIRG
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10 + 2 3v71 4+ 8-3¥ =712
3
10 + 2'?4-8'3”:712 /3
30 + 2-3V4+ 24-3Y = 2136
variable auxiliar v = 3Y (d)
30 + 2u + 24u = 2136
26u = 2136
u = 81

Reemplazamos en (d)

3 = 81
y=4

Reemplazamos en (c)

2" =5+ 3v!
2" =5+ 3!
27 =32
T =3

Porlotantola  Sol
Ejercicios

2 +5Y=9
a) 2z+2 _ 5y+1 E—
c) {

logr + logy® =5
¢) logE =1
Y

27 — 4% =0
z—y=15

) logx + logy = 3
logx —logy =1

i) logx + logy =3
z—y =90

Respuesta

a)x =2,y =1
c)x =20,y =5
e)x = 100,y =10
g)xz =100,y =10
o = 100,y =10

:x =5 ;y=4. Esdescir, el punto (5,4)

b) r—y =9
logz +logy =1
22c+5y — 9
d) {2—z+y =8

logx + logy =2
f>{ac —y=1

h) z+y=10
logsx —logoy =2

) Inx 4+ lny = In20
e’V =1/e

IRGINIO GOMEZ '

b)yx =10;y =1

dyz= —-2y=1

flz=104 102, y= —10+10
hyr=8y=2

HNr=4,y=>5
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AUTOEVALUACION

1) Para cada una de las funciones y = a® e y = log,z. Conteste

a) ¢, Puede ser negativa la y?
b) ;Podemos dar a x valores negativos?

2) Encuentre el valor de "z
a) 3%t 1 e? = 53

b)loge (Inz) = %

3) Demuestre las siguientes igualdades usando las propiedades de los logaritmos

loga® + log% + log\/a = gloga
4) Encuentre el valor de
a)log(3xz +4) — log(2 — 3z) =2logh
b) log?z + 2 = 3logx
)2 75 . 4372 = g+l . 16
5) Encuentre el valorde = e y

a) T+ y =22
logx = 1+ logy

|O GOMEZ '

b) logx + 3logy = 5
2logx — logy = 3

6) La Poblacion mundial P en 1985 era aproximadamente 3, 6 miles de ( P,) y la tasa de decrecimi
anual del 3%. Si se supone un decrecimiento continuo , donde ¢ es el tiempo en afios después d
(P =P,eht

a) Calcule la poblacion para el afio 2001 (2 decimales)
b) (En qué afio la poblacion se reduce a la mitad?

7) Un cultivo de bacterias crece segln la funciony =1+ 3 z/5 (y: miles de bacterias, x: horas).
a) ;Cuantas habia en el momento inicial?

b) (Y al cabo de 10 horas?

¢) Calcula cuanto tiempo tardaran en duplicarse.

VIR
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Respuesta
In125—1In3 NG

2 _ nl2o =3 _
)W e = e bja=e N
4) a)x =23/39 b)x = 100; z = 10 c)x =1
5) a)r =20;y=2 b) x = 100; y =10

6) a) P = 2,23 miles de millones
b) En el afio 2008 se reduce a la mitad

VIRGINIO GOME
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CAPITULO V

TRIGONOMETRIA
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TRIGONOMETRIA

Trigonometria, rama de las matematicas que estudia las relaciones entre los lados y los angulos de los
triangulos. Etimoldgicamente significa ‘medida de tridngulos’. Las primeras aplicaciones de la
trigonometria se hicieron en los campos de la navegacion, la geodesia y la astronomia, en los que el
principal problema era determinar una distancia inaccesible, es decir, una distancia que no podia ser
medida de forma directa, como la distancia entre la Tierra y la Luna.

Se encuentran notables aplicaciones de las funciones trigonométricas en la fisica y en casi todas las ramas
de la ingenieria, sobre todo en el estudio de fenomenos periddicos, como el flujo de corriente alterna.

Comenzemos explicando algunos conceptos basicos

Angules: Cuando estudiaste geometria plana se te presentd el concepto de angulo como el conjunto de
puntos sobre dos rayos (o segmentos de recta) que tienen un punto comun.

En trigonometria usaremos el mismo concepto, pero ampliaremos atin mas su significado\,

iOué nombre
recibe cada parte
de un angulo?

.... los dos rayos se llaman lados y el punto comin vértice.

Generalmente los dngulos se denotan por tres letras maytsculas (A, B, C'..) colocadas cadauna
en cada rayo del angulo y otra en el vértice ( O).

Otra forma de designar un angulo es usando letras griegas minusculas, pero estas se encuentran
dentro de la region angular, lo cual representa en realidad, la medida del angulo. Las mas usadasison,

(alfa), 8 (Beta),y (gama), 6 (teta), ¢ (fi), etc..

Las figuras que se muestran a continuacion presentan algunas formas que tiene un angulo.
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Estos angulos se leen angulo AOB, o bien angulo « .
Para muchas de las aplicaciones de la trigonometria, se requiere un concepto mas general de un ang

Se pretende determinar la rotacion usada, al ir de un lado de éste al otro lado.

De acuerdo a ésto: Para formar un dngulo « se considera un lado inicial en una posici

otro como lado final o terminal.

OM

B

LaDO FiMAL LaDO FInaL LAaDO FINAL

&

O LADD INICIAL & G::ADIJ INICLALA Uapo INIC1ALS

La medida de un angulo « esté asociada a la rotacion del angulo. Por ejemplo:

a) Si la rotacién es en sentido contrario a las manecillas del reloj, la medida de

es positiva.

medidade a > 0

Por ejemplo oo = 40 °

VIRGINIO
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b) Si la rotacién es en el mismo sentido de las manecillas del reloj, la medida del dngulo

es negativa

o

=Y

L/

medidade o < 0
Por ejemplo ae = — 240°

Observe que para los dos casos presentados la medida es s6lo aproximada.
i OBSERVACION! : Con frecuencia usaremos el nombre de angulo como medida del

Esto no debe confundirlo ya que en el contexto general siempre se aclara cual es el significado que se
pretende.

GOMEZ

¢Y como se mide un dngulo ? ...
La medida de un angulo esta dada de acuerdo a ciertos sistemas , los cuales son usados ma;
facilmente en un campo o en otro .

‘.

Nosotros estudiaremos dos sistemas y que ademads son los mas usados : el sistema de
sexagesimales al cual sdlo se le dice grados y el sistema de radianes.

a) Medicion en grados:

Este es el mas conocido y es empleado por los topografos y navegantes.

En este sistema, se considera al angulo situado con su vértice en el centro de un circulo
circunferencia se divide en 360 partes iguales.

Cada una de estas partes tiene la medida de un grado, el cual se escribe 1 °.

} | parte de las 360 partes
e las que fue dividida la
circunferenca

En este caso la circunferencia queda dividida en cuatro partes iguales de 90 °
( /2) cada una, que va desde 0° a 360° (27)

1° cuadrante: 0° a90°
240 cyadrante : 90° a180°
3¢ cuadrante : 180° a270°

VIRGINI
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4 cuadrante : 270° a360°

b) Medicion en radianes:

MEZ'

Cuando se quiso utilizar el sistema sexagesimal en fisica, para poder calcular el camino desarro
alguna particula en trayectoria circular, se encontraron que este sistema no los ayudaba pues,
matematicamente, no estd relacionado con el arco que describe el cuerpo al moverse. De esa mai
"inventd" otro sistema angular, el sistema circular, donde la medida del angulo se obtiene al divid
y el radio de la circunferencia. En este sistema un angulo extendido (al dividir el arco por el radio) mide
3,14 (que es el valor aproximado de "7"). De esa manera un giro completo (que es lo mismo que
angulos estendidos) mide 27. El dngulo se denomina radian.

OBSERVACION

La palabra radianes no se acostumbra escribir

.-'-.-FF h

f’x Arco

Ao _

10 G

¢Es posible escribir la medida de un dngulo usando los dos sistemas ?...Si
que la expresion 27 r que es el perimetro de la circunferencia, dice que la circunferencia tiene 2
longitud r alrededor de ella ( un arco de 360 °) . Entonces un angulo de 360 ° mide 2 7 radianes y un
angulo de 180 ° mide 7 radianes.

N

]

360° = 27
180° = =«
Transformacién de la medida de un dngulo de un sistema a otro.

1) Para convertir la medida de un dngulo dado en grados a radianes bas
multiplicar por 5

Esto se deduce de la expresion 180° = 7 rad. / + 180

180° _— _m_
180 rsp rad.
1° = -Z rad.

O
L2
>
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Ejemplos :
Convierta a radianes, los siguientes angulos dados en grados y exprese la respuesta en
dem,.
a) 60°
60° = 60°. 5 Simplificando se obtiene
o _ T
60° = 3

b) 105° = 105°. 55 Simplificando se obtiene

105° = &m

2) Para convertir los dngulos dados de radianes a grados basta multiplicar

Esto se deduce de la expresion 180° = 7 rad. / =+«

180 _ =
—~ = 2 rad.
180 — 1 radian

™

Ejemplos:

Convierta a grados los siguientes angulos dados en radianes

k4
a) T
I =1 18 Simplificando se obtiene
™
™ [J
T
b) Z
T _ 7 180
7 7 71w
T _ 180°
77 7
i—
=25, 71°
Ejercicios :

1) Convierta cada una de los siguientes angulos dados en grados a radianes, exprese la
en términos de 7.

VIRGINIO GOME

a) 135° = €)270° =
b)75° = £)190° =
) 65° = ) 360° =
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d) 180 ° =

2) Convierta cada uno de los siguientes angulos dados en radianes a grados

a)%7r=
b)%ﬂ':

c) %w =
d) 4.52rad =

Respuesta

siguiente

1)

a) 3m/4
¢) 137 /36
e) 3m /2
g) 27

2)

a) 240°
c) 120"
€)90°

Resumiendo: Los angulos mas usados y sus equivalentes se muestran en la circunferen

f)197/

b) 150"

e)

f)2,15rad =

m =

D=

b) 5w/ 12
d)
18

d) 258,9°

£)123,2°

1 , =~ okl
135" 465"
0~ o
Wb wf6 -
180° a0 2%
“1o°, 380°
1
' 1 [ AL . .
31 : i
225° Af3n I J15°
240" 32n 300°
2T0° X(9)=cos0
¥(8)=sin0
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T w w w 2w 37 Sw Twm  Sw 4% 3w  Sw T 1w
Radianes 09 —  — — - — — — T - = = = = = — 9
6 4 3 2 3 4 6 6 4 3 2 3 4 [

Grados 0° 30° 45°% 60° 90° 120% 135° 150° 180~ 2107 225° 240° 270° 300° 315° 3307 360°

—

ANGULOS COTERMINALES

¢Qué pasa si un dngulo es mayor a 360 ° ( 27 ) o es negativo? En estos
recurriremos a otro concepto en angulos y que es muy util, el de los angulo Coterminales .

Se llaman Angulos Coterminales a aquellos que tiene los mismos lados inicia
terminal, y por lo tanto tiene las mismas caracteristicas. Estos dngulos siempre tiene
medidas de grados que difieren en un mdltiplo de 360°.

OME

I) Si el angulo es mayor a 360 °
Los angulo 1050 °y 330 ° son coterminales ya que tiene los mismos lados inicial y terminal
Esto se puede ver mas facilmente haciendo unos calculos previos.
Como el angulo 1050 °es mayor que 360 °, restamos a éste un multiplo de 360 ° de la siguiente
forma

1050° — 2 - 360° = 330°

II) Si el angulo es negativo

Los angulo 30 ° y — 330 ° son coterminales , ya que — 330 ° tiene una rotacion nega
determinar su angulo coterminal le sumamos un multiplo de 360 °, porque si le restaramos un multipli
360 ° el valor absoluto del angulo seria mas grande.

—330°+1-360° = 30°

lado terminal

IRGINIO G

A

lado inicial

V

¢Y si el angulo esta dado en radianes ?... Se suma o resta a éste un miltiplo ,
segun sea el caso.
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Ejemplo

. . 15
Determine un angulo coterminal a -7

Como este angulo es mayor a 27 le restamos esta rotacion

15
T 21 = ;
Resumiendo :

MEZ'

a ) Si un dngulo es mayor a 360 °, como en el ejemplo 1, le restamos un mdltiplo de
360 ° (o un miltiplo de 27).

b) Si un dngulo es negativo, como en el ejemplo 2, le sumamos un mdltiplo de
un mdltiplo de 27).

Ejercicios

G

Determine el dngulo coterminal de los siguientes angulos , exprese este angulo entre 0°y
bien entre 0 y 27, segun se pida.

1) 500° = 2) 900 ° =
3)57= 4) —450°
5)5130° 6) —95°
I
137w 5
K )
9) 3 720° 10) 1 935°
11) 2 040° 12) 3 150° .
13) —200° 14)-820 w
Respuesta
1) 140° 2) 90° 3)180° 4)265°
5) 6) /2 7) 270 9) 120°
10) 135°11) 240° 12) 270° 13)160°
14) 260° [
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ANGULO EN POSICION ESTANDAR

I3

En un sistema de coordenadas rectangulares se dice que un angulo esta en posicion est
vértice esta en el origen y el lado inicial en el eje positivo de las x como se muestra en la figura.

A

Y

lado terminal |

=

lado inicial X

A J

OMEZ

Si el lado terminal de un 4ngulo en posicion estdndar coincide con un eje coordenado, el dfigu
denomina angulo cuadrantal. Si el lado terminal no coincide con un eje coordenado, entonces ¢l ang
se menciona en términos del cuadrante en el cual esta el lado terminal.

G

Por ejemplo

cuadrante I cuadrante 1T cuadrante 1T cuadrante TV

' A I

J

8 fip g \\5 /— “\\ﬂ

HI{

=¥
.
= ]
= ]

=
=

Ejemplo :Algunos angulos del primer cuadrante son 30°, 60° — 350°
Algunos angulos del segundo cuadrante son 95 °, %71’
Algunos angulos del tercer cuadrante son 230 °, %ﬂ
Algunos angulos del cuarto cuadrante son 300 °, “T’T
Ejercicios

Determine en qué cuadrantes se encuentran los siguientes angulos

VIRG

a) 152° = b) 33° =

©) —75° = d)301°
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Respuesta

a) 152 ° esté en el II cuadrante
b) 33 °esta en el I cuadrante
c) —75°= —75°4 360° = 285°esta en el IV cuadrante

d) 301 © estd en el IV cuadrante

Una de las Aplicaciones de los Angulos dados en radianes se refiere a la velocidad ang

MEZ

Observe que cuando una rueda gira alrededor de su eje a una velocidad constante, el nin
radianes que se recorre por unidad de tiempo un radio fijo sobre la rueda se denomina velocidad
la rueda.

gular de

Laletra griega w (omega) con frecuencia se usa para denotar la velocidad angular (en radian
Si una rueda de radio r unidades gira sin patinar siguiendo una trayectoria recta, entonces la velogidad
el centro esta dada por la formula. v es velocidad lineal

Ejemplo:

Una correa de transmision conecta una polea de radio 2 pulgadas con otra de radio de 5/pulgadas.
Si la polea mayor gira 10 radianes. ;Cuantos radianes girara la mas pequefia ?

Respuesta

GINIO GO

o

Cuando la polea mayor gira 10 radianes , el punto P sobre la circunferencia mayor se mo
misma distancia ( longitud de arco ).
Para la polea mayor los datos son ,

r = Hpulgadas
w = 10radianes

luego v = 5.10
v = 50 pulgadas

VIR

Entonces para la rueda menor se tienen los siguientes datos
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v = 50 pulgadas

r = 2pulgadas

w =7

w=" > w = 50 = 25 radianes
r 2

EZ

Por lo tanto la polea menor girara 25 radianes

Ejercicios

M

1) La rueda delantera de una bicicleta tiene un didmetro de 40 cm y la trasera 60 cm. ;Qu
en radianes gira la rueda delantera, si la trasera gira 8 radianes?.

¢ angulo
2) Suponga que la rueda de un automovil tiene un didmetro 1.5 pies, cuya frecuencia es di
rpm (revoluciones por minutos)

a) Encuentre la velocidad angular de la rueda
b) Encuentre la Veloci<1ad lineal de un punto P de la periferia de la rueda

3) Sea el siguiente winche de diametro 3 pies

a) Determine el desplazamiento de la carga de levante si la velocidad angular es
/4

b) Encuentre el angulo de rotacion (en radianes) del winche para el
desplazamiento anterior.

VIRGINIO GO
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Respuesta
1)12
2)

a) Larueda gira un angulo de 27 en un minuto. El angulo generado por la linea
OP (O centro de la rueda) es w = (1600) 27 = 32007 rpm.

bv=r.w
v = 0.75 (32007) = 2400 7 pies/m.

3) a) v=1217/8 w=21r/12

Funciones trigonométricas de un dngulo en posicion estindar o normal

—_

GINIO GOMEZ '

Para definir las funciones trigonométricas de un angulo «, primero se coloca a éste en p,
estandar y después se selecciona un punto P(x,y) sobre el lado final del recorrido, asi como se str.
la figura.

¥
F\] ¥
5 * R
H
Definicion :
Suponga que el angulo « esta en posiciéon normal y ademas que P(x,y) es un punto sobr

terminal de . Si denotamos la distancia OP como r . Entonces se definen las seis funciones
trigonométricas en funcion de la abscisa x y la ordenaday.
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El coseno de « se define como la razon Z, es decir, cosax = £
r? > r

El seno de « se define como larazén ¥, es decir, sena = 2 N
La tangente de o se define como la razo’n% , es decir, tan o = %
La cotangente de o se define como la razén ¢/, es decir, cota = m

La cosecante de « se define como la razén 2, es decir, cosec a = i

La secante de « se define como la razén , es decir, seca =

- Primer Cuadrante ’
¥ +
s

cat. op _ ¥ s = cat. ady. _ x

_ C ==
hip. r hip. r cat. ady. x >
i

En el primer cuadrante, vemos que: el cateto adyacente se ubica sobre el eje X, asi que lo deno
", .n,

x"; al cateto opuesto, que se ubica sobre el eje Y, lo llamaremos "y". La hipotenusa, que es el radio
circunferencia, la designaremos "r".

SEn Q=

J}_

nonon_non._n

Ya que "2", "y", "r", son positivas, entonces, Todas las funciones trigonométricas en el prim
cuadrante son positivas.

sen |[cosec| tg | cotg cos | sec
+ + + + + +
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Segundo Cuadrante

En el segundo cuadrante, el cateto adyacente cae sobre el eje negativo de las X, mientr:
cateto opuesto sigue sobre el eje positivo de las Y . El radio (la hipotenusa) sigue siendo positiva en to
los cuadrantes. Por lo tanto: el seno y la cosecante son positivas y el coseno, la tangente y sus reciprocas
(secante y cotangente) tienen resultados negativos.

sen |cosec) tg | cotg | cos | seC

GOME

Tercer Cuadrante

En el tercer cuadrante, tanto el cateto adyacente como el cateto opuesto tienen sus signo
negativos, ya que caen sobre la parte negativa de los ejes X e Y respectivamente. En este caso la
y la cotangente son positivas. El seno y el coseno ( y sus reciprocas, cosecante y secante ) son

v+

’f//_\
(AN )
)l'
/
e

sen [cesec) tg | colg | cos | sec

(S
IRGINI

Cuarto Cuadrante

En el cuarto cuadrante, el cateto adyacente vuelve a estar sobre el eje positivo de las X,
que el cateto opuesto sigue sobre el eje negativo de las y. En este caso, las unicas funciones cuyo resu
sera positivo son el coseno y la secante.

V
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by

setl cosec) tg | cofg | Ccos [seC

MEZ

Por lo tanto, Consideramos un circulo de radio “r” dividido en cuatro cuadrantes (1,17
IV) por un sistema rectangular de coordenadas cuyo origen se hace coincidir con el centro del circule
Sea un angulo @ medido desde el semieje horizontal positivo en sentido antihorario. Las proyeg
rectangulares del lado terminal determinan en cada cuadrante un triangulo rectangulo de hipot

Y

II

TIT IV

10 G

Usaremos las definiciones anteriormente vista de la Funciones Trigonométricas y las llevaremos
tridangulo rectangulo,como se ve en la figura. Observe que los catetos adyacentes y opuestos varian s
sea la ubicacion del angulo :

N

a a
Hipotermiza Hipoterisa
cateto opuesto cateto adyacente
h C h C
cateto adyacente cateto opuesto

Para o

cateto opuesto . a
El seno de ¢ = cateto opuesto ,esdecir, sena = —
c

hipotenusa
cateto adyacente )
———— , esdecir, cosa = —

El coseno de o = :
hipotenusa c

O
o
>
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cateto opuesto .
La tangente de o = P , es decir, tan o =

a
cateto adyacente b

cateto adyacente .
La cotangente de o = —y’ es decir, cota =

cateto opuesto a

hipotenusa . c
La cosecante de o = es decir, cosec @ = —
a

cateto opuesto’

hipotenusa

. c
La secante de ¢ = es decir, sec o = 5

cateto adyacente’

Ejemplo

Encuentre el valor de cada una de las seis funciones trigonométricas, si el punto P( — 3,
pertenece al lado terminal del angulo asociado.

I

L 4

Para encontrar c, lo determinamos a través del Teorema de Pitagoras.

a? + b2 = ¢?
47+ 3% = ¢?
16 + 9 c?
25 c?
5 c

3
sen o = cosa = 5

tang o = cotang @ =

4

VIRGINIO GOMEZ

cosec ax — seCx =

| ot ol i [S2 AN

w | ot

152



L&l

Instituto Profesional Dr. Virginio Gémez
Departamento de Ciencias Bésicas VIR@INji(; GOME

Pero a cada funcion hay que llevarla al cuadrante , en este caso el tercero, por lo tanto, van a
cambiar de signo todos excepto la tangente y la cotangente

senox = — é cosa = — §
B 5 - 5
tang o = é cotang o = §
g = 3 g = 7
cosec ¢ = — 5 seca = — 5
_ 4 _ | E
Ejercicios
I) Encuentre el valor de cada una de las seis funciones trigonométricas, si los puntos P pe @
lado terminal del angulo asociado.
a) P(—1, — 3) b) P(2,5)
c) P (5, —2) d)P( -3, 6)
1I)

a) Sabiendo que sen« = 4/5, calcule las demas razones trigonométricas de « sabiendo que es
del segundo cuadrante.

b) Sabiendo que cos @ = — 1/2, sin utilizar la calculadora, obtener las demas razones trigonométri
«, sabiendo que « es un angulo del segundo cuadrante.

111) Calcule las siguientes expresiones:
a)bcos a—2sen a + cotga , si sena = 0,6

b)2sen o + cos a — 2cosec o, sisec a = 2

VIRGINIO

Respuesta
I)
a)sena = —%, cosa = —ﬁ,tanga: 3
V10
cosec v = — Y=, seca = —/10, cotang « :%
_ _5 — 2 -5
b)sena = Nt cos o = tango = 3
V29 V29
cosec a = Y=, sec a = Y- ,cotanga=%
c)sena = —ﬁ, cosa = ﬁ,tanga= —%
V29 V29
cosec @ = — 5=, sec a = Yz, cotang a = —g
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=& - _ 3 - _
d)sena = T cosa = \/E,tanga_ 2
cosec a = @756004 = —@,comnga: -3
II1)
) 1 3
a seno = — coso = — —
5’ 5’
) 5
cosec @ = — seca = — —
4’ 3
V3 1
b = Y- - _Z
) SeENn 5 cos 5
cosec o = seca = —2,

=

IV)  a)4,1333..
b) — 0,07735

cotang o = —

tanga = —

SIS

=~ w

tanga = — \/§

cotang o = —

Sl-

GOMEZ'

Como consecuencia inmediata de estas definiciones, se obtienen las relaciones llamadas también

reciprocas.
1 1
sen o = ———— cos a =
cosec o sec «
1
tag o = cosec o=
cotg « sen o
1
sec o = cotg o=
cos « tag o
Supongamos que necesitamos determinar un angulo conociendo sdlo el valor de él a tra e

funcion trigonométrica. Por ejemplo , usted sabe que

senf = 0,848
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iCdémo se determina el val or de
un angulo?

MEZ !

Para determinarlo usted debe hacer uso de su calculadora cientifica y usar la funcion

Pero OJO, fijese si esta estd en modo rad (radianes ) o deg (grados sexagesimales

Ejemplo

senf) = 0,848 = INV
en deg : 0 = 57,99°
en rad: 0= 1,012 rad
Ejercicios

Determine el angulo 6 si se sabe que (determine el angulo en radianes y en grados sexa
2 decimales aproximados)

1. — cos = —0,940 6. — cotagld = 2,15
2.—  tangl = —2,747 7.— sech = 3,16
3. — cosec = 1,155

4. — senf = 0,996

5.— cosec =1,12

VIRGINIO GO

Respuesta
1. — 6 = 160" 3.— 6 =60"

0 =2,79rad 0 = 1,05rad
2.— 0 =290" 4.— 6 =85"

0 — 1,22rad 0 = 1,48 rad
5. — 0 = 63° 6. — 6 =25

0 =1.10rad 0 =0,43rad
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ol o swiriPrbed o Do} e
7. — 0 ="171,5°
0= 1.25

Problemas con enunciado usando como referencia un Tridngulo Rectangulo

EZ

Para encontrar un lado de un triangulo rectangulo cuando se conocen un angulo y un la
utilizarse las funciones trigonométricas: una funcion y su reciproco . Al utilizar la calculadora se eligen las
funciones seno, coseno y tangente, ya que estas funciones estan representadas en las teclas de ell

Ejemplo:

M

% Calcula la altura (h) del siguiente triangulo rectangulo

h?
[
=
i 340 cm
Sabiend tag60’ = —
abiendo que tag 340
tag60-340 = h
h = 588,9cm

Ejemplo

Un cable de sujecion, se amarra a 12 m de la base de un mastil, y el cable forma un ang
con el suelo;Cuanto mide dicho cable?

x
12 m

Determinamos el valor de x a través de sen 15° = %

. Despejamos x

y obtenemos = = 46, 3644

VIRGINIO GO
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ANGULOS DE ELEVACION Y DE DEPRESION
Un angulo de depresion es aquel que se forma desde la linea de vista horizontal del ob or,

hasta un objeto abajo de ésta.
Un angulo de elevacion es aquel que se forma sobre la horizontal y el objeto que se observa.

[
=

i\

i

i

10 v

Lineade vista

Angulo de
depresion
ﬁ £-| Horizontal

|

Angulo de
elevation

B Horizontal

e

o)
|

|

[T

Q Linea de vista ——
Ejercicios
1) Un edificio proyecta una sombra de 150m. cuando el sol forma un angulo de 20° 30' so
horizonte, calcular la altura del edificio.
2) Un arbol de 100 pies de altura proyecta una sombra de 120 pies de longitud. Encuentre el 4 de
elevacion del sol
3) Una escalera estd apoyada contra la pared de un edificio y su base se encuentra a una distancia de'12

pies del edificio. (A qué altura esta el extremo superior de la escalera y cuél es la longitud si el angulo
forma con el suelo es de 70 °?

4) De lo alto de un faro, de 120 m sobre el nivel del mar, el &ngulo de depresion de un bot
LA qué distancia esta el bote del faro?

de 15

5) Encuentre la altura de un arbol, si el angulo de elevacion de su parte superior cambia di
cuando el observador avanza 75 m hacia la base de este.

R

6) Un hombre maneja 500 m a lo largo de un camino inclinado 20 © con respecto a la horizontal. ;A qué
altura se encuentra con respecto al punto de partida?

7) Un arbol quebrado por el viento forma un triangulo rectangulo con el suelo. Si la parte
hace un angulo de 50° con el suelo y si la copa del arbol esta ahora a 6 metros de su base. ;Qué altur:
el arbol?.

Vi
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8) Dos edificios de cubierta plana distan 18 metros. Del techo del mas bajo de 12 metros de alto, el
angulo de elevacion del borde del techo del mas alto es de 40°. ; Cual es la altura del edificio ma
alto.?
9) Dos caminos rectos se cortan bajo un angulo de 75° . Hallar la minima distancia de uno de el

una estacion de gasolina que esté sobre el otro camino a 300 metros de la encrucijada.

10) Desde un punto A en la orilla de un rio se ve un arbol justo enfrente. Si caminamos 100 metros ri

abajo, por la orilla recta del rio, llegamos a un punto B desde el que se ve el pino formando

30° con nuestra orilla. calcular la anchura del rio (ver figura)

11) Desde un punto se observa un edificio cuya parte mas alta forma con el suelo un angulo
avanzamos 30 metros, el angulo pasa a ser de 45°. Calcular la altura del edificio.

ME

12) Un aeroplano parte de un aerodramo elevandose , formando un angulo de

8 °40 'con la horizontal ja cuantos metros pasara de la cumbre de un cerro de 110 m situado a 10,

aerodramo?

13) Sobre un pefiasco situado en la ribera de un rio se encuentra una torre de 125 pies
de altura. Desde lo alto de la torre, el &ngulo de depresion de un punto situado en
la orilla opuesta es 28°40" y desde la base de la torre el angulo de depresion del
mismo punto es 18°20". Calcule cuanto mide el ancho del rio y la altura del

penasco.
77
125 pies
N
x
/ / e ;j
14) Un piloto mide los angulos de depresion de dos barcos los cuales son 40° y 52°

Si el piloto esta volando a una altura de 35000 pies. Encuentre la distancia entre

los dos barcos.

Respuesta
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1)

56,08 m
2)  39,8"
3) altura del edificio 33 pies

longitud de la escalera 35, 12 pies
4) h = 447,8km
5) h = 48,2m
6) h=171m
7) La altura del 4rbol es de 16,48 metros.
8) La altura del edificio mas alto es 27 metros.
9) La minima distancia es 291 metros.
10)
100m.

11) 41m

12) 30,5

13) 580 p el rio, 192 p el pefiasco
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APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRIA

Las razones trigonométricas se pueden utilizar, fundamentalmente, para resolver trian s, asi
como para resolver diferentes situaciones problematicas en otras ciencias.

E

En Topografia se puede determinar la altura de un edificio, teniendo la base y el angulo. Por eje
torre de Pisa, fue construida sobre una base de arena poco consistente; debido a ello ésta se apartaba cada
vez mas de su vertical. Originalmente tenia una altura de 54, 6 m, aproximadamente. En 1990 u
observador situado a 46 m del centro de la

M

base de la torre, determiné un angulo de elevacion de 54° a la punta de la torre, el observador pa
determinar al desplazamiento ( hundimiento en el suelo es muy pequefio, comparado con la altura de la
torre) aplico la ley del seno para determinar el angulo de inclinacion vy la ley del coseno para det
desplazamiento de la torre.

O

En Optica, la trigonometria se aplica en las dispersiones en prisma o cuando un rayo de luz atrav
placa de cierto material.

En la Aviacion, si dos aviones parten de una base aérea a la misma velocidad formando un ang
siguiendo en trayectorias rectas, se puede determinar la distancia que se encuentran entre los mi

y

G

El capitan de un barco puede determinar el rumbo equivocado del barco, siempre en linea recta, ordenando
modificar el rumbo en grado para dirigirse directamente al punto destino correcto.

Volvamos ahora a la circunferencia. En la figura que se muestra a continuacion, el circ
un radio de lunidad .

o

INIO

Usando semejanza de triangulo se puede observar que los triangulos A B'C"y ABC so
semejantes,por lo tanto no existe diferencia en cuanto al lugar del lado terminal del angulo en qu
P . Usando este concepto definimos las funciones trigonométricas seno y coseno de la siguiente fo

Como r = 1 entonces

sena =y y cosa =X

IRG

De aqui podemos ver que el sen @ 'y cosa son iguales a las coordenadas x ¢ y del n
el circulo unitario.

'

Es decir, | P(z,y) = P(cosa, sena) |
Angulos Cuadrantales
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Un angulo cuadrantal es aquel en el cual el lado terminal del angulo coincide con un eje del
sistema cartesiano. Estos angulos son 0°,90°,180°, 270 ° y 360 °

en grados sexagesimales o bien entre 0,7 , 7, %w y 2 7 en radianes.

Coordenadas de puntos en un circulo unitario

Sea una circunferencia de ecuaciéon x 2 + y 2= 1, de centro el origen y radio una
unidad , entonces podemos asignar un punto P (z, y) en la circunferencia.

e TS

NIV

La tabla que resulta con los datos dados es:

angulo o ° | angulo arad | sen « | cos « | tang « cosec @ | sec « cotang «
0°=360°% |0 0 1 0 indeterm. | 1 indeterm.
90 ° 3 1 0 indeterm. | 1 indeterm. | 0
180° T 0 -1 |0 indeterm. | — 1 indeterm.
270° %w -1 1|0 indeterm. | — 1 indeterm. | 0

GINIO GOME

Angulos especiales : 30 °, 45 °y 60°
Existen algunos angulos especiales que mediante nociones geométricas simple permite
los valores exactos de las funciones trigonométricas.
Estos angulos son 30 °, 45 ° y 60° correspondientes a los nlimeros

™ .
'3 respectivamente.

N

T
6 2

En la siguiente figura se muestra un angulo de 30 ° en posicion estandar

Por conveniencia, el punto P sobre el lado final del angulo se tomo6 a una distancia de 2 unid
del origen. Como el sector es parte de un cuarto de circunferencia se ve claramente que el radio
2.

VI
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E

El tridangulo que asi se forma es rectangulo y por Teorema de Pitagoras podem
determinar todos los lados de él.

z? 4 y? = r?
2 4+1 =22
2 +1 =4

2 =3

RNV

Completando el tridngulo con los datos encontrados, tenemos

Usando las definiciones de las funciones trigonométricas determinadas anteriormente ten

cos 30° = cos T = @
sen 30 © =sen

s
6

Para un angulo de 60 ° se utiliza el mismo hecho geométrico

2
Flzw

1 2
ﬁU‘:'\\ 3
Ol 1 '

GINIO GOM

En la figura se muestra un angulo de 45 ° en posicion estandar. El triangulo rectangulo
correspondiente es isosceles de lado 1 unidad de modo que se puede asociar el punto P (1,1) ¢
punto P sobre el lado final. Encontraremos el radio r de la circunferencia a través del Teorema d
Pitagoras.

162



L&l

Instituto Profesional Dr. Virginio Gémez
Departamento de Ciencias Bésicas VIEGImNj!(; GbM‘EZ

—
Il I
o 3

[V}

& a
[N}

2 Hrr

a

o

2 |

) 5 3

o

g.

§~

aQ

£

@]

Resumiendo

O

Completaremos la siguiente tabla con las seis funciones trigonométricas para los angulos de ,
60°y 45 °.

|

o en grados & enrad sinf) | cos | tan @ |cscf | sec | cotl | pum
45° n % % 1|2 | 2 1 D
@ R R

Ejercicios

Sin usar calculadora, demuestre las siguientes igualdades

a) 4seng+ 2cos %+ cosT =2

Vi
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2
b) 2 386n§+48€n%— 2sen§=3

(Pero podemos usar esta informacion para determinar otros angulos ?
Si, pero para ésto es necesario conocer otro concepto, que es el de angulo de referencialy el
cual definiremos a continuacion.

Angulos de referencia

E

Para encontrar las funciones trigonométricas para un angulo cualquiera, se usa un angulo de
referencia del primer cuadrante, agudo y positivo, el cual considera el lado inicial
con el semieje positivo de las X y el lado terminal queda en el primer cuadranre.

Este angulo se asocia a un tridngulo de referencia que es rectangulo.

F(zy)

[ angulo de referencia

X

Ny

Este angulo es de referencia para los siguientes angulos:

1
R

Ejemplo 1

Use un angulo de referencia para encontrar las seis funciones trigonométricas
para 135 °.

Respuesta

GiNnivu GOM

El angulo de 135 ° es un angulo del segundo cuadrante, por lo tanto el angulo de referenci
utilizar es el de 45 °, ya que

180°-135° = 45°

VIR
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o
angulo de referencia 45 [135°

EZ

Por lo tanto determinaremos las seis funciones trigonométricas para el angulo de 45 °, pero

recuerde , el angulo 135 ° esta en el segundo cuadrante, y ésto incide en el signo de la funcion.

sen 45° = -1 = sen 135"=ﬁ

S

cos45° = % = c0s135°= —%

tag 45° =1 =tag135°= —1
cotgdb’ =1 = cotag 135°= — 1
cosec 45 °= \/5 = cosec 135 °= \/5

sec 45 °= \/5 = sec 135°= — \/5

Ejemplo 2

Use un angulo de referencia para encontrar las seis funciones trigonométricas para

Respuesta:

Se observa que el angulo de 930 ° es mayor que 360 °, luego se le debe restar a éste cual

entero multiplo de 360 ° , sin alterar el valor de las funciones trigonometricas.
930° — 2.360° = 210°

El angulo de 210 ° se encuentra en el III cuadrante

/0]
angulo de referencia 30 ° V

El angulo de referencia es el de 30 °yaque 210° — 180° = 30
luego las seis funciones trigonométricas son para este angulo son

sen 30" = %, cos30° = ?, tang30° = ?

VIRGINIO GO

cosec300 = 2, sec300 = ZT\/g, cotag30’ = \/5
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sen2100 = — %, c0s210° = —73 . tang210° = ?
cosec2100 = — 2, sec2100 = — QT‘/E ., cotag210° = /3
Ejercicios
1) En los siguientes ejercicios, encuentre el angulo de referencia v y determine las seis fu
trigonométricas .
a) 300 °=
b) — 315°=
c)240°=
d)120°==
e) —300°=
f)315°=
2) Hallar el valor exacto de estas expresioes, usando angulos de referencia
) om + cos T _ sen T
a) sen — 7 7
b)cos5T7T —i—tag%’r —tag%7r
c) \/gcos U —i—senE - \/icosz -2 \/gsen U
6 6 4 3
Respuesta
a) Angulo de referencia : 60"
sen 3000 = — @, c0s300° = L tang300° = — /3
0_ _ 2 0 _ 0_ _ 1
cosec 300" = N sec300” =2, cotag300” = 73 +
b) Angulo de referencia 45"
sen45 Y = @, cos450 = @, tang45 =1
cosec 450:%, sec45" = %, cotag45’ =1
2 3+ 43
2 a)- % b) +Tf ¢) —2

Instituto Profesional Dr. Virginio Gémez

Departamento de Ciencias Basicas
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Pero como el cuadrante en el cual trabajamos es el tercero entonces cambiamos los signos y el
angulo original
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DIRECTAS

FUNCION SENO

FUNCIEN SEHD

Dom f=£R
Recf=[-1, 1]
Continia en x= R

Penddica © de pericde 2

Impar : seni{-x)=—sen x
Positiva en xe€ [0, )

Megativa en x € [ 521

¥ = senx

FUNCION COSENO

FUNCION COSEND
Dom F=R
Recy=[-1,1]
Continua en xE &
Periddica © de periodo 21
Par: cos(-x)=cosx

I T
Posttiva enxe|-—, —

Megativa en x = fﬁ'
2 2

~17

17

27

¥ = COSX

FUNCION TANGENTE

FUNCION TANGENTE

Domf=f€—{§+km“ke.2}

Im f =R
: : a
Discontirm aen x =[2k-1)—

Penddica . de periade «
Impar . tgi-x)=-tz=x
Posttiva en x e [U, )’.'T:I

MNegativa en x € I;)i'.‘; 2 ﬂ'}'

//1:.1;

el
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Recuerde que para hacer la grafica de una funcion cualquiera, se construye primero una de
valores de los pares ordenados asociados ( z, y ), después se marcan los puntos correspondient

ultimo se unen los puntos con una curva suave.

;Qué pasa con las funciones trigonométricas?

Ly sera necesario graficar toda la curva
para asi determinar su forma?

No, ya que estas curvas son continuas uniforme , es decir, periddicas y cada periodo recibg e

nombre de un ciclo y basta con saber las caracteristicas de este ciclo.

FUNCION SENO

¢ Cual es un ciclo de la funcién seno ?

GOME

Si usted mira cuidadosamente, puede observar que un ciclo corresponde a un tramo entre 1

puntos (0,0) y (27, 0) y el punto medio de él es el punto (7,0 ).

AK |

J

— T i T T

w—Periodo 27

Ahora, resumiremos las propiedades de la funcion seno a través de un ciclo de la funcio

1) La funcioén seno es periodica, con periodo 27w

2) Para cualquier valor dado a x, la solucion se encuentra entre [ — 1, 1].

3) Elseno de x esigualacero cuandox =0 o x =

4) El seno es una funcion impar, por lo tanto, su grafica es simétrica con
respecto al origen.
sen(—x)= —senx

5) la funcién seno decrece entre 7y %

6) La funcion crece entre 0 y 5y 7” 27

Toda funcion real de la forma
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| f(z) =asen(bx +c) +d ] con a,b,cyd € R

se llama funcion SINUSOIDAL O SINUSOIDE

(Cambia el grafico segun sea el valorde "a","b","c" o "d"?
Si, y veremos cada uno de los casos

1°CASO

Si c=d =0, entonces, lafunciontomalaforma | f(z) = asenbu |

Como y = sen x es periddica, de periodo 2 7y su grafico tiene la mayor ordenada que es 1,
cuando

MEZ

r = § +2km, entonces, la funcion f(r) = asenbxr ,suponiendoquea> 0y b >0

es también periodica repitiéndose cada vez que bx bvaria en una longitud 2 7, es decir, cuando

en una longitud %”. Su periddo es entonces %’T

"a" es la mayor ordenada o maximo de la funcidén y se llama amplitud de la funcién

Si a > 0, el ciclo comienza sobre el eje X
Sia < 0, elciclo comienza abajo del eje X

Ejemplo 1

Sea la funcion y = 3 sen 5 x . Graficar

Respuesta
Amplitud : a =3, a>0
Periodo : sz , en este ejercicio b = 5 luego el periodo es 4

RV
o Conviene graficar en el eje positivo de las x
e Los extremos son (0,0) y (4,0) de un periédo
e El punto medio es (2,0) de un periodo

¢ El valor maximo lo toma en el punto medio entre (0, 0) y (2,0),es decir(1,0)
e La grafica pasa por le punto (1, 3)

ij OJO !

Como la funcion seno es impar , se tiene que:

VIRGINIO GO

y =asen( —bx) = — asen(bx), entonces el grafico de

y = — 3sen Jx eselsimétricodelde 3sen(— Jux)
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Observe los graficos siguientes

fix)=Zsen x gix)= -Zsen x.

Z Ben x -2 %en x

[y
=

5]
=
fui]
(]
[
8]
b
o
fui]
=
(]
=
&

(Qué puede decir de ellos?. (En qué se diferencian f(z) y g(z)?

2°CASO

Si d =0, entonces, lafuncién tomalaforma | f(z) = asen(bz + c) |

El grafico de esta funcion es similar al de f(z) = a senbx

f(z) = 0 cuando
br + ¢ =0, despejamos x
rT= -3

O GLIEZ

1

Este valor recibe el nombre de FASE y representa el nimero de unidades que se debe trasladar e
graficode y = asen ( bx+c) alolargo del eje x, para obtener el grafico de | a funcion. E
traslacion también se llama desplazamiento horizontal.

Si§ < 0, latraslacion es hacia la izquierda

si 7 >0, latraslacion es hacia la derecha

Ejemplo 2

Graficar y = 2sen(2z — m)

Respuesta

Amplitud a = 2
Periodo : 2, en este ejercicio b =2 luego el periodo es 7

b
Fase:
2c —m =10
20 =7
T =3 como este valor es positivo, la traslacion es hacia la derecha

VIRGIN
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En el grafico , la linea continua muestra el periodo que se repite a lo largo de todo el eje

.

w2y \/I
e
- |

Ejemplo

Grafique sen(z — w)

Respuesta

Amplitud : a =1

Periodo : sz , en este ejercicio b =1 luego el periodo es 27
Fase r—m=0
r="
Grafico
1
- - T ir
3 °CASO

Si la funcion toma la forma | f () = a sen (bx + ¢) +d | con a,b,cyd € R

El valor de "d" traslada el grafico en forma vertical

Sid > 0, el grafico se desplaza hacia arriba d unidades
Sid < 0, el grafico se desplaza hacia abajo d unidades

W |

d + |alt

< Periodo %r _,.‘

desplazarmentn d

Y

VIRGINIO GOM
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Ejemplo

Graficar y = — 2sen(2z — w) + 3

Respuesta

Amplitud : a = 2
Periodo : ZT" , en este ejercicio b =2 luego el periodo es 7
Como a < 0, el grafico igual al anterior , pero es simétrico a él.

v==2sm{2xr —w) + 3
it

Ejemplo

Grafique y = 1 + senx

Respuesta

Amplitud : a =1

Periodo : ZT" , en este ejercicio b =1 luego el periodo es 27

Esta funcion es similar a lade y = senx , pero se traslada 1 unidad hacia arriba

172
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Ejercicios
Grafique las siguientes funciones

a)y = —2sen3x
T
b) y = 3sen (2z + 5)

c)y = 3sen2zx

d)y =2sen iz
e) En la figura se muestra el encefalograma de un cerebro humano durante un suefio profundo.
W que se registran corresponde a la funcién W = a sen (bz + c¢).

(Cual es el valor de b

| i | L

Respuesta

VIRGINIO GOMEZ
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b)

e)b=2m

Otras formas de ecuaciones son...
Funciodn sinusoidal de la forma f(x) = asenx + bcosx

Para resolver las graficas es conveniente estudiar el siguiente teorema

Teorema :

Para valores cualquiera de a,, b y c existen numeros A y « tales que

VIRGINIO GOMEZ'

msencx + ncoscx = Asen(czx + a)

endonde A = /m?2+ n?, deaqui podemos resolver alin mas la expresion , como sigue
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A= ar1? /A2

2

1 =9+

2

>

=
=

1= (i ) ’ + (3)2 por lo tanto el punto de coordenadas P (l i) pertenece a la
A al o A4

circunferencia unitaria , luego:

— b —a
sena = cosa = 4

La grafica entonces corresponde a la funcion y = Asen(cx + «)

Ejemplo

Graficar f(z) = 2senx + Scosz

Respuesta
a =2
b=25
c=1
luego A = /22 4+ 52 = +/29 = 5,59
sena = \/%—9, a = 68°

en radianes los 68 ° se tranformana — 1.19

Lafasees — 1.19
Periodo 2w

La grafica es:

AW AWAN
VAVIAVARY

Ejemplo de aplicacién

Dos generadores de corriente alterna producen corrientes que vienen dadas, en funcion
por las ecuaciones

VIRGINIO GOMEZ

11 = \/gsen1207r:v
i9= — cosl120mx
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Si la corriente del segundo se afiade a la del primero, determine las corrientes maximas, cuando
ocurre y la fase producida.

Respuesta

El total de corriente esta dado por la ecuacion

i1+ 19 = \/gsen1207rm —cos120mx

V3

207
~ (B (-2 = Va2

El punto P tiene coordenadas P <—3 , — %).Asi

~.
|

a
b
c

_ =

Sen o = —% y cosa =

por cualquiera de las dos formas trigonométricas es posible determinar el valor del angulo. Como

en el IV cuadrante o« = — % .

Por lo tanto el total de corriente puede representarse por la ecuacion.

Asen(cr + a)

28671(1207‘(:17 —%)

12072 — T =0

120mx =

[=IE]

- s
T = 1206

1

T = 70

=55 unidades de tiempo.
El valor méximo de i ocurre cuando x = —- + & keZ

180 ~ 360 °

Grafico:

VIRGINIO GOME
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Construya la grafica de:

Ejercicios

1) y = senx + 2coszx
2) Yy = senx + cosw

3) y= —senx + 2cosx
Respuesta

1)

a=1

b =2

c=1

A

V5~ 2,23

— b _ 2 _ o
sena = 4 7 63

luego la funcion queda A sen (cx + «)

V5 sen(z + 63°)

Amplitud = /5
Fase: = + 63° 0
= — 63°

T

Desplazamiento a la izquierda

177
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RELACIONES BASICAS E IDENTIDADES

Anteriormente habiamos visto algunas relaciones llamadas Reciprocas, ahora vamos a ver otras
nos serviran para el posterior desarrollo del curso.

Relaciones Reciprocas

1
cosecx = .
secx = ——

X

VIRGINIO GON.
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Relaciones de cuocientes

Relaciones Pitagdricas

Jen x

fagx = o

Cos X

cos X
Colag x = Sen x

1)

2 2
sen ‘x+cos 'x =1
2 2
1 +tag "x = sec 'x

2 2
1 +cotag "x = cosec "x

7

Ejercicios
Determine el valor de la siguiente expresion usando relaciones pitagoricas

Si z =cosAy senA = % , determine el valor numérico de 25z % + 3>

Si sen12°=0,2 y sen 37° = 0,6, hallar (usando las formulas anteriores y sin usar cal
a) cos 12° b) tg12° ¢) cos 37° c) tg 37°.

Respuesta

INIO GOMEZ

25

Con frecuencia es conveniente transformar o reducir una expresion dada que utilice funeiones

trigonométricas en otra funciéon mas sencilla.

 §

VIR

Se llaman IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS a igualdades en las que aparecen exp

trigonométricas y para las que ocurre que sea cual sea el valor de los dngulos siempre se verifican.
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Una identidad trigonométrica se verifica transformando alguno de los lados de la igualdad, usando
algunas de las identidades vistas anteriormente.

Si la igualdad se verifica , entonces decimos que la expresion es una identidad, lo cual la cu
simboliza por " ="

Ejemplo
Verifique la identidad
tang x . cosx = sencx

Desarrollaremos el lado izquierdo para llegar al derecho

_senx
cosx

tG,’Ilg r .CoOST .COST = senx

Por lo tanto tang x . cosx = senx

iVes quees
facil?

Ejercicios

Demuestre que las siguientes igualdades son identidades

VIRGINIO GOMEZ

secx senx 1 — cosx
1) = senc 2) =
cotangx + tangx 1+ cosx senx
1 —
3) cos*y — sen?y = 2cos’y — 1 4) SenT o 087
cos T 1+ senx
5) sec’a. cosec’a = sec’a + cosec’a
6) cosec? A —cos?A = 1 + cos?Acotg?A
1 1
7 = 2sec’B
) 1+senB+ 1— senB see
tanx — senx _  secw
sen + cosx
A.cotgA — A.tan A
9) €05 2009 SENA-VANE _ | senA.cos A

cosec A — sec A
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10)

11)

12)
13)

14)
15)

16)

1)

2)

4)

senx — cosx + 1 _ senzx + 1

senx + cosx — 1 cosx

Senx.secr = tangx

(1 — cosxz)(1 + secx).cotangx = senx

sent cost

cosect sect

tang 2£E .cosec 2.’L’ .COS 2£E

If
—

1— sec?t Iy
- = ta
1 — cosec?t g

(tag A + cotgA)? = sec?A cosec?A

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE DOS ANGULOS

FORMULAS PARA LA SUMA

sen (a + ) = sen acosf + cos a sen 3

cos (o + B) = cos acos B — sen asen 3

tang a + tang 3
t =
ang (@ + ) 1 — tang a tang 0

FORMULAS PARA LA DIFERENCIA

sen (a — B) = sen acosf — cos a sen 3
cos (a« — B) = cos acos B + sen asen 3

tang a — tang 3

t — =
ang (@ = ) 1 + tang a tang B

FORMULAS PARA EL DOBLE DE UN ANGULO

sen2 o= sen (o + a) = sen acos o + cos o sen o = 2sen « cos

cosS 2a = coS acos a — sen asen a = 008204 — sen2a

¢ (a+ a) tang a + tang « 2tang o
ang (o + a) = =
g 1 —tangatang a 1 — tang?a

FORMULAS PARA EL ANGULO MEDIO

1 — cos o
sen%a = i”T
1
cosla = + /w
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1— cosa

tan la— " 1 — cosa _ sena
9294 = 1+ cosa 14 cosa

./ ]

Ejemplo

Compruebe que sen (45° 4+ a) — sen (45° — a) = /2 sena , utilice la informact

Respuesta

sen(45° + a) —sen(45° — a) =

TTsaremos estas igual dades pata
resolver los siguientes ejercicios

= (sen 45° cosa + sen o cos45°) — (sen 45° cosa — sen o cos45°)

V2 V2 V2 V2

= —Co0S +Tsena —TCOSOZ +7sena

2

V2

—9¥~
5 Sen o
Ejercicios
1) Sisen 12°=0,2 y sen 37° = 0,6, halla
Calcule, a partir de ellas,
a) sen49° b) sen 25° c¢) cos 49°
utilizando las féormulas dadas anetriormente
2) Compruebe que
a) tang asen2a = 2 sen’a
b) cotanga sen2a = 1 + cos2a
1+ cos2a
c) ————— = cotanga
sen 2a
d) cosa = sen(a+ 30°) + cos(a + 60°)
3) Verifique que
a) cos2x = cos*xz — sen'x

182

d) cos 25°

MEZ'
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1—%367129: =

1 +tagxtag2x

sen (A + B)
cos Acos B

sen3z + cos 3z

senx + cosx

= secalx

= tag A + tagB

cos(a+b) + cos(a—>b) 1

sen(a+0b) + sen(a—0b) B taga

2sena — sen2a 1 — cosa

2sena + sen2a 1+ cosa

2sena — sen2a 50

2sena + sen2a

FORMULA PARA LA SUMA Y DIFERENCIA DE ANGULOS

= tag” =

PRODUCTO DE SENO Y COSENO

sena cosf3 =
cosa senf3 =
cosa cosf3 =

sena sen 3 =

Hsen(a+8) + sen(a—0)]

[sen(a+f) — sen(a—05)]

N[

Heos(a+pB) + cos (a—B3)]

— 3[cos(a+B) — cos(a—pB)]

SUMA Y DIFERENCIA DE SENOS Y COSENOS

sen A + sen B

senA — sen B

cos A + cos B

cos A — cos B

= 2sen 3 (A + B)cos 3(A— B)
= 2cos (A + B)sen (A — B)
= 2cosi (A + B)cos3(A—B)

= — 2sen} (A + B)seni(A— B)

Apliquemos estas igualdades en los siguientes ejercicios
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Ejemplo 1

Exprese sen 40 ° cos 30 ° como suma o diferencia de angulos

Solucién

sen 40 ° coss 30 ° = 1[sen(40° 4+ 30°) + sen (40° — 30°)]
= 1[sen70° + sen10°)]

Ejemplo 2

Exprese sen 50 ° + sen 40° como producto
Solucion

sen 50 ° + sen 40° =2 sen $(50° 4+ 40°) cos $(50° — 40°) = 2sen45° cos 5°

OMEZ'

Ejemplo 3

Si el seno de cierto angulo vale — 5/7 y se sabe que el angulo pertenece al 3 ° cuadrantg, calcular
las razones trigonométricas del angulo doble (para el sen2a, cos2a, tag 2o y del angulo mitadide este
angulo.

Solucién

Para aplicar las formulas del angulo doble y del &ngulo mitad necesitamos conocer el co
tangente del angulo.

cosa = —+/1— sen?a

O

(En esta formula consideramos el signo negativo de la raiz puesto que los angulos del tercer cua
tienen coseno negativo)

Y]

V24 5/24
— y taga

Tenemos asi que el coseno vale cosa = —

Aplicando las férmulas dadas por la teoria:

v 24 10+/24

20= 2 —9._ 3., V=T _

sen2« sena cosq 2 7 19
24 25 1
cos2a = cos’a — sen’a = 9 19 = o
9 5424
2

tag2a — —2109% 24 _ _10./24

IRGINI

1 — tag?a 1 (5@)2

para el angulo mitad tomamos en las formulas los signos convenientes (pertenecera al se
cuadrante)

Vv
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sen<g>—+ 1_%\/5— T+ v
2) = TV T2 B 14 N
(a)_ /1—1-%@_ T— V24
Y b . m
o E
Ejercicios
1) Exprese como suma o diferencia de dngulos
a) c0s 110° sen 55°
b) c0s 507 cos35°
c) sen55° sen 40°
2) Exprese como producto
a) sen70° — sen 20° O
b) cos55? + cos25°
I
c) c0s35° — cos75°
3) Si el seno de cierto angulo vale — 2/10 y se sabe que el angulo pertenece al 2 ° cuadrant
calcular las razones trigonométricas del angulo doble (para el sen2a, cos2a, tag 2« y del ang
de este angulo.
I
4) Demuestre que
3 2
SENST ¥ senv (ref: use la férmula de suma de senos)
sen3r — senwx 1— tag2x
Respuesta m
1)
a) 1[sen165° — sen 557 b) 1[cos85° + cos 157 ]
c) — 3[c0s95° — cos157
2)
a) 2 cos 45 sen 25 b) 20540 cos 15’
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c) — 2sen’55 sen(—20")

TRIANGULOS NO RECTANGULOS

EZ

Un tridangulo no rectangulo o tridngulo oblicuo, es aquel que no contiene un angulo rec
este tipo de triangulos, los tres angulos son agudos, o bien dos de sus angulos son agudos y uno obtuso.

Se ha convenido en llamar A, B y C alosangulos y a,b y c a los lados del triangulo.

Anteriormente vimos como se resuelven problemas usando como referencia triangulos
rectangulos, ahora resolveremos problemas usando cualquier tipo de triangulo.

Resolver un triangulo, consiste en calcular todos sus elementos: sus tres lados y sus tres &
para ésto es necesario conocer al menos tres de sus elementos, uno de los cuales necesariamente

O GOM

LEY DE LOS SENOS

En cualquier triangulo ABC, la relacion entre un lado y el seno del angulo opuesto es ¢
esto es:

Sen p semB | mem C . A B __C
s B r Senp SemB  Senm G

Este teorema se aplica cuando en un triangulo dado se conocen:

VIRGIN}
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Casa § @ Dos dangulos y ef lado opuesito a uno de ellas
Case iF 1 Dos angulos y ef lado entre ellps

Case Il Das ladas v el dngile apuesto a uno de ellos

Veamos una aplicacion de este teorema en cada uno de los casos dados

Ejemplo Caso I

En el tringulo ABC, a=62.5, A a=112020 y A c= 420 10, Determine
A/— Byloslados b y ¢

C= 42010°

O GOMEZ'

A=T12020° c=" B=7

Respuesta

NI

Para encontrar ZL B, se determina a través de la relacion : la suma de los tres angulo
interiores de un triangulo es 180° .

A B- 1800 — ( Aoy 4 A)=180° —154°30 = 25" 30’
Para determinar los lados b y c lo hacemos a través del Teorema del Seno

Para determinar b

a .
= —— | reemplazando se tiene
sen A sen B

62.5 b b 62.5 . sen 2530

= — = 29.1
sen 112°20°  sen 25’ 30 sen 112 °20

VIRGI
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Para determinar ¢

62.5 _ c
sen 112°20° sen42°10

625 .5en42°10

sen 112020~ o4

Porlo tanto £ B =25° 30 , b= 29.1 , =454

Ejemplo Caso II

Dado el tridngulo ABC, ¢ =25, ﬂ/— A=35° vy ﬂ/— B =68°. Determine
A/— Cyloslados a y b

A=350 c =25 B £B0

ZC=180°— ( A 4q 41{—3):77O

Para - csen A 25sen35° 15
senC — senT7°

csen B 25sen68° _ oy
senC ~— senT7°

Para b=

Ejemplo caso II1

Dado en el triangulo ABC, ¢ =628.5,b =480, ﬁj’— C=55°10 . Determine

A/—Ay Zj/—Byelladoa

VIRGINIO GOMEZ'
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Respuesta

C=5R"10°

c= 6285 B

-QOrientacién

En navegacion, la direccién marca el angulo agudo que forma una recta con la recta no

En la figura se ilustra una orientacion S40°O

I
0 E
4po
S40° 0
Una orientacion N65° E
M
QE? MERDE
)] E
=

En la figura se muestran las coordenadas de @ :N25°F | Qs : N70°0,
Qg :.540°0 y Q4 : S55°F

VIRGINIO GOMEZ
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N
N25°E
o
5o
NT0" O -1
70"
o {L}E ju
E
55"
4 ty
s S55°E
54000
s
Ejercicios
Represente en la figura
a) S20°FE b) N15°0O
Respuesta
| y
4 N15°0 . 4
-
J o *E
N
= 520°E =
. _bsenC _ 480sen55°10° _
A B: sen B=tsnC— a80send 10 — 380 50
A A-1800— (B+C)=86°
bsen A 480 sen 86 °
P = = = 764
aaa sen B sen 38 °50° 76
Ejercicios
1. — Resuelva el triangulo ABC dado que ¢ = 31.5,b = 51.8 y

ﬁ/— A = 33°40 .Determine c, ZL By ﬁ/— C

190
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2. — Resuelva el triangulo ABC dado que a = 525, ¢ = 421y ﬁ/— A = 130°40
Determine : b, /—/],— By ﬁ/— C.

3. — Sean A y B dos puntos localizados en las margenes opuestas de un rio. Desde
A se traza una linea AC = 275 m y se miden los angulos CAB = 125° 40",
ACB = 48°50 . Encuentre la longitud AB.

4. — Un edificio estd situado arriba de una colina con una pendiente de 15 *de
inclinacion. El Sol esta sobre el edificio con unangulo de elevacion de 42 °.
Encuentre la altura del edificio si éste proyecta una sombra de 36 pies de largo

5. — Una torre forma un angulo de 113 °12 " con el plano inclinado sobre el cudl esta
y desde una distancia de 89 m de su base medida hacia abajo del plano se ve la
torre bajo un angulo de 23 °27 . Clacular la altura de la torre.

6. — Dos boyas estan apartada por una distancia de 64,2 m y un bote estd a 74,1 m de
la mas cercana. El angulo que forman las dos visuales del bote a las boyas es de
27 °18 ;Qué distancia hay del bote a la boya mas alejada?

7. — Un barco navega hacia el Este, cuando observa una luz con una orientacion
NG62°FE. Después de que el barco navega 250 mt, la luz se encuentra a
N48°F. Si el curso se mantiene igual ;Cual sera la menor distancia entre el
barco y la luz?

8. — Un satélite que orbita alrededor de la tierra pasa sobre dos estaciones de
observacion, Phoenix y Los Angeles que estan a 340 millas una de otra. En
cierto  instante los dangulos de elevacion son 60° y 75 ¢ respectivamente. ;A qué
distancia se encuentra el satélite de la estacion de Los Angeles?

RGINIO GOMEZ'

9) Un barco B pide socorro y se reciben sus sefiales en dos estaciones de radio,
Ay C, que distan entre si 50 km. Desde las estaciones se miden los siguientes angulos: BAC = 46° y
BCA = 53°. (A qué distancia de cada estacion se encuentra el barco?

10) Para hallar la altura de un globo, realizamos las mediciones indicadas en la figura. ;Cua
el globo del punto A? ;Cuanto del punto B? ;A qué altura esta el globo?

Vi
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11) Para localizar una emisora clandestina, dos receptores, A y B, que distan entre si 10 km.
sus antenas hacia el punto donde esta la emisora. Estas direcciones forman con AB angulos de 40
(A qué distancia de A y B se encuentra la emisora?

E
b a
Ay 657
A B
10 km
Respuesta
1.— ¢ =56, A B~ 653 y A o Zsotar
2.— b= 142.37, A p- 11,87 y A o= 37,46"
3.—  AB=2159,9
4. — La figura pedida es

VIRGINIO GO
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10.-

11. —

Usando el Teorema del Seno, h = 21.99 pies

h = 51,6m
d = 120,3m
343m
416 millas
36,4 km y 40,4 km
25,2 m 26,9 m 24,3 m
6,65 km dista de B 9,38 km dista de A
LEY DE LOS COSENOS

En cualquier tridngulo ABC, el cuadrado de cualquiera de sus lados es igual a la suma
cuadrados de los otros dos lados, menos el doble producto de estos lados por el coseno del angulo

comprendido entre ellos; esto es

Y =+ -2 he cos A
o =+ —Z2ac coshB
e E=d+¥ -2ab cos C

Este teorema se aplica cuando en un tridngulo dado se conocen:

2

m

A

ellox

[ ]
Cusa I : Das ladas y el dngila comprendide entre

Cuse I :  Las fres lados del fridngilo

El caso I lo resolvera usted cuando se de un ejercicio tipo, resolvamos un ejemplo

del caso I1

Ejemplo Caso I

Dado en el triangulo ABC, a=30.3, b=40.4 yc=62.6

193
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A
b =404 C-625
c 3]
a=303
Respuesta

Podemos determinar cualquiera de los tres angulos con los datos dados

Determinemos ﬁj’— A
a?="0b2+¢?— 2bccosA

Despejamos

b24+c? —a?  1632,16 +3918,76 — 918,09
2-b-c 2. 40,4 -62,6

A A = 23,65"
Para Z]/—B:

cos A = = 0,916

cos B = 0,8447 = A p_g3

Para determinar 4]/— C : 180° — (23,65°+ 32,3°) = 124, 05°

Por lo tanto:

A a—oses. A B33 A ¢ — 124, 05°

Ejercicios
Determine los angulos de un triangulo , si los lados son 7,6 y 9 respectivamente

Respuesta

A A= 5008, A = 41,750, A o= 87 010

VIRGINIO GOMEZ'
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Ejemplo

Dos barcos parten de un puerto a las 7:00 a.m, uno viaja a 12 nudos (millas
nauticas por hora) y elotro a 10 nudos. Si el barco mas rapido mantiene una
orientacion de N47 °O 'y el otro barco mantiene una orientacion de S20 °O,
(Cual es su separacion (a la milla ndutica mas cercana) a las 11:00 a.m de ese
mismo dia?

Respuesta

Como el tiempo transcurridos es de 4 horas, tenemos que:
la distancia que recorre el barco mas rapido es de 4 .12 = 48 millas nauticas del
puerto y la distancia que recorre el barco mas lento 4.10 =40 millas nauticas.

Usando estas distancias y las orientaciones dadas, podemos dibujar el
triangulo que se muestra en la figura .

+ M
45
470
o C
2go
s 3

Sea c la distancia que separa los barcos a las 11:00 a.m.
por Teorema del coseno, tenemos:
c? =482 +40% — 2.(48).(40).cosC

A 0= 1800 470~ 20° = 113

c = 73,51
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Ejercicios
1. — Identifique las coordenadas de los puntos que se muestran en la figura
N
B
A
4
.l’)':}ll
0 2
P E
75"
lﬁ [}
. b
5
2. — Resolver el triangulo en el que se conocen los siguientes datos: a = 5m,

b= am, L ¢ = are

3. — Resolver el tridngulo en el que se conocen los siguientes datos: a = 23 m,

A posze, 4 c=se

4 — En el mapa de un caminante el punto A queda a 2,5 pulgadas al oeste del punto B
y el punto C queda a 3,5 pulgadas de By a 4,2 pulgadas de A, respectivamente.
Encuentre la orientacion de A hacia C y la orientacion de B hacia C. El dibujo
solo es referencial (el triangulo sélo es referencial)

C
4,2 pulgadas
3.5 pulgadas
B
258 pulgadas
5 Dos puntos inaccesibles A y B son visibles desde D, pero no hay otro punto

desde el cual ambos sean visibles. Se toma un punto C desde el cual puede verse

AyD y semiden CD=200m, A ADC=289°, A ACD 50°30 .
Después se toma un punto E desde el cual sean visibles D y B y se miden

196
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DE =200 m, A BpE=54°30" , A BED -88930 ', desde D se mide

A ADB =72 °30 . Determinar distancia AB
B

C D
6. — Un barco navega hacia el Este, cuando observa una luz con una orientacion
N62°10-E. Después de que el barco navega 250 m, la luz se encuentra a N48°25'E. S
se mantiene igual ;Cual sera la menor distancia entre el barco y la luz?

7. — En un entrenamiento de futbol se coloca el balon en un punto situado a 5 my 8 m de ca
los postes del arco, cuyo ancho es de 7 m. ;Bajo qué angulo se ve el arco desde ese pu

A (porteria)
h=7m

C

B (balon)

Respuesta

1.— A: N70°E, B: N40°0, CS15°0, D : S25°F
9 c=37m A Bosieasr2r, A A4 —sio1358

3. — Zj/—A = 101°32'13", ZLB: 44°24'55 ", Zj’— C = 34°2'52"

4—  N33,66°E

N2,82°0
5.—  AB = 345,45 6— 325,9m
7- 60°

VIRGINIO GOMEZ
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ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Las ecuaciones trigonométricas son aquellas que se cumplen solo para algunos valores
particulares de los angulos desconocidos.

Las ecuaciones trigonométricas suelen tener multiples soluciones que pueden expresarse en
grados o en radianes. Por lo tanto, el intervalo de la solucién se encuentraen 0 <z <27 o 0
360°

Ejemplo:

Encuentre x en: senx = 0

La igualdad se cumple cuandoz = 07, x =180° o =z = 360°

RESOLUCION DE ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

No existe un método general para resolver ecuaciones trigonométricas, ya que va a
depender de la forma que presenten, veamos algunas casos

A) LA ECUACION PUEDE FACTORIZARSE

Ejemplo

Resuelva senx — 2senxcosr = 0 para 0 <x <27
Respuesta

Factorizamos por sen x

senz — 2senxcosx = senx (1l — 2cosxz) = 0

luego tenemos que la solucion de la ecuacion se cumple cuando

1) senz =0 0 i) 1 —2cosz =0

en radianes

i) x =07, 27

i) — 2cosx = —1
cosx =

D= |

8
I
wl|y
8
|

VIRGINIO GOMEZ
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B) LAS DIFERENTES FUNCIONES QUE APARECEN EN LA
ECUACION PUEDEN EXPRESARSE EN TERMINOS DE UNA
FUNCION SENCILLA

Ejemplo

Resuelva 2tang?x + sec’sr = 2

Respuesta

Reemplacemos sec?xz  por 1 + tang?z para 0 <z <27
2tang?x + 1 + tang’z = 2

3tang?r =1

—

tang’r = =+

., m
Por lo tanto la soluciéon es x =

C) AMBOS LADOS DE LA EXPRESION SE ELEVAN AL CUADRADO
Ejemplo
Resuelva senz + cosx =1 para 0 < z < 360°

Respuesta

senz + cosz =1/ ()2
(senx + cosxz)? =1

sen?z 4+ 2senzcost + coslx = 1
1+ 2senxcosx =1
2senxcosx =0

senx cosx =0
senz = 0 z = 09 360°

cosx = 0 x = 909

Ejercicios

RGINIO GOMEZ'

Encuentre xen 0 < x < 27

a)2senz — 1 =0 b)2secx = tangx + cotangx
c)tangx + 3cotangx = 4 d) cosz — \/3senz = 1

e)2cosx =1 — senx fVdsenz +7 =3
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g)senzx.cosx =0

h) (tangx —1)(4sen? z — 3)=0

i) sen?

j) 3 cos* x = sen

k)cos’r = cosx

Respuesta
a)r =7/6
b)x =m/6
c)x =mw/4
dyx =0
eyx = 7/2
fle =m/6
g)z=0
h)z = %
=
3
i) x =g
DER
k)z=0

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

La ecuacion z = seny
puede no tener solucion o tener varias.
Por ejemplo , si = 2, no hay solucion, dado que el seno de un angulo nunca excede
, existen varias soluciones para y = 30°, 1507, 390°, 510°...

1
2

Para expresar y en funcion de z, se escribe

"y es un angulo cuyo seno es x”

r +senxz —2=0

x = 576 E
x=5m/6
x = 125 x =5n/4 x = 4.39
x =4r/3 x=2T
x =57/6
0 3m
T=7 T =27 T = = r = —
2
_ T _ T _ 4
z=zr= 3 z = z = 3
I
w4 s Z
3 e e
I
r=m7/2z = 3n/2 x =2

G

define un valor tnico para y cuando x es conocido, la ecuacio

| y= arcsenc |

VIR
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De manera similar , puede escribirse

y = arccosx, Si T = cosy
y = arctangzr, si x = tangy

7 |

A veces es necesario considerar las relaciones trigonométricas inversas como funciones
(acada valor de y le corresponde un s6lo valor admisible de z ), para lograr esto, se acuerda selecci
uno de los multiplos angulos que le corresponden a determinado valor de x. Este valor escogid
valor Principal

Cuando z es positiva o cero y existe la funcion inversa, el valor principal esta definido

Funcion Inversa | Intervalo valores principales

y= Arcsenz —7m/2<y<m/2
y= Arccosx 0<y<m
y = Arctangx —7m/2<y<m/2

y = Arccotanzx 0<y <
y = Arcsecx 0<y<my# —7/2
y= Arccosecx | —7n/2<y<mw/2 ,y #0

La funcion resulta

y = Arcsenc
y = Arccosz
y = Arctangx

Ejemplo

Arc sen % = = T = %

Ejercicios

S

1) Arccos 5~ 2) Arctang1

3) Arc sen0 4) Arccos(—1)

Respuesta

EYE
S

VIRGINIO GOME
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1) Se necesita hallar la altura de una torre, si la distancia de la base de la torre al punto de

observacion son 30 m, formando un angulo de 75 grados hasta la cima de la torre. (Cual es la al
torre?

Z

2) Calcular la altura de un arbol, sabiendo que desde un punto del terreno se observa su copa bajo un
angulo de 60° y si retrocedemos 10 m, bajo un angulo de 30°.

3) Un barco viaja desde un punto A hacia el Este una distancia de 48, 6 kms, después cambia de
direccion S 16°40° E y recorre 37,8 kms ;Qué distancia dista el barco desde A?

4) Determine el valor dezen [0, 360"]

a)senx + cosecx = 5/2
b) sen’r — 2cos’z =1

5) Demuestre las siguientes identidades

)t ¢y . cost
a) ta sect = ————
g 1 — sent

SEN T CoST __ 1

CoSescx secxT

6) Obtenga amplitud, periodo , desplazamiento Horizonta y vertical y Grafica de :

y=3sen(z —m) + 1

b)a = 90° 0 270°
6)a =3, p=2m fase :xz =7, d =1

VIRGINIO GOM
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CAPITULO V

NUMEROS
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NUMEROS COMPLEJOS

Un nimero de la forma z =a+bi enque @ € R y b € R se llama niimero complejo.
Enz=a+bi

a sellama PARTE REAL del nimero complejo z
bi se llama PARTE IMAGINARIA del niimero complejo z.

El nimero complejo a + bi es la forma bindmica o algebraica de escribir el nimero ¢

viE

z = atbi

(I = patte real

51 {IZO, el mimere D7 se lama imaginario puro

bi= parte tnaghatia

a1 b :0, el mimero F es real

Ejemplo: el nimero 3 + 07 es un complejo real.
Ejemplo: el nimero 0 — 4¢ es un imaginario puro.

El nimero complejo 0+14 se 1lama unidad imaginaria y se representa por .

0+1i=04+4i=1

Ahora definimos el conjunto que contiene a todos los nimeros complejos:

C={x+iy/x,y€R}

Y i=a—1= ;
o 4=-1

" 3'3=—"-.,I'I'—_1=—I'
o i'=

VIRGINIO G
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En general, V n € Z

o 4n-3 _ 7o

" 31'1 n '2 _1
4 h - 1 w,f_
5 it =1
Ejercicios

Reduzca a la minima expresion

1) i°

2)3i* +27,—'L —4
3)2@—1— 43% — 5t — g
4)i*

5)i L4+ 2iM — =%
6)i%7 4+ 126
7)228 64+,L'7216

Solucion

1) =144 2) =141
3) -9 + 1 4) —i

5) 0 6) —1+1
7 —2— 2i

Ejercicios

Identifique la parte real e imaginaria de cada uno de los siguientes nimeros complejos:

a)5 + 6i b) — 8i 412
c) — 78 — 14i d) —897
¢) 4789

Respuestas:

a) 5 :parte real 64 : imaginaria
b) — 8i: parte imaginaria 12 : parte real
c) — 78 :parte real — 144: parte imaginaria

d) — 897 = — 897+ 0:: nlimero real
e) 47894 =0+ 4789 7 :nlimero imaginario puro.

Representacion grafica de los niimeros complejos

El nimero complejo x + yi puede representarse graficamente por el punto P de coorde

rectangulares (z, y).
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El punto O, de coordenadas (0,0) representa el complejo 0 + 0i = 0. Todos los puntos del eje X
tienen coordenadas de la forma ( x ,0) y corresponden a nimeros reales  + 0i = x. Por tal razdn se
llama al eje =, eje de los reales o eje real.

Todos los puntos del eje Y tienen coordenadas de la forma (0, y) y corresponden a numero
imaginarios puros 0 + yi = yi. El eje Y se llama por eso eje de los imaginarios o eje imagina

El plano en que se representan los nlimeros complejos se llama plano complejo.

EL PLANO COMPLEJO

e

3 2 1 I 1 2 3
Eje real
-
Eje imaginario
i

EJERCICIOS

Represente graficamente (en la misma figura )los siguientes complejos:

a) —4 + 61 b) 6+ 2i
)3 d)i
e) =5 — 3i f) —4i
g) —6
Respuesta

-4HA|

A+ 2
/
EPRE »-
3
-3-3 4

VIRGINIO GOMEZ
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Igualdad de nimeros complejos:

Dos numeros complejos a + bé y ¢ + dié se dicen iguales si ysolosi,a =c yb=d..

Ejemplo:
Seanzj= —5+8 'y 2= -5+8:
Identificamos cada parte que componena z;ya 2;:
z1= —5+8i, a= -5 y b=8i
7n=8i+(—-9), c= -5y d= 8i.

Se puede observar que a = ¢ y por otro lado que b = d por lo tanto decimos que
zZ1= 22

Conjugado de un nimero complejo:

El conjugado de un nimero complejoa + b% es el nimero complejoa — bi .
Notacion: a+bi =a—bi
Asi, 2+3i 'y 2 — 3i son pares de nimeros complejos conjugados.

Propiedades de los conjugados:

d)z+7zZ =2a+00=2a, VaeR

e)z—Z =0+2bi=2bi, VbeR

Moédulo :
El modulo de un ntimero complejo @ + bi es vV a?+b? .

Notacion:  |a + bi| = v a? + b?

Asi por ejemplo, el moédulo del nimero complejo 2 + 3i es 2433 | = /22432 = /449 =4/13

GINIO GOMEZ'

Propiedades de los médulos:
a)|z| >0

B)fz1-z2 | = [z ] =]

VIR
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C)|j_; =
d)|z1+z2|§ |21|+ |22|
o ||a|—|al] <|a -2

Opuesto de un numeroComplejo

El Opuesto o Inverso Aditivo de un Numero Complejo z = a+bi es
—z= —a—bs

Ejemplo

Siz = —2 4 3¢, suopuestoes —z = 2 — 3¢

Representacion gréfifica del Médulo, Conjugado y Opuesto de un ntimero Complejo

MODULO, CONJUGADD Y OPUESTO

DE UN NUMERO COMPLEJO
3_

7= a + hi

|

—z=-a-hi’ Z=a- bi

Ejercicios

Determine el opuesto y conjugado, de los siguientes numeros complejos

VIRGINIO GOMEZ'

a) 1— b) —1+i V3 +i d) —3 —i
3

€) —4 f)2i 9~ i h) 2+ 24/3i

Respuesta

a) Opuesto: — 1+ i Conjugado: 1 + ¢

b) Opuesto: 1 — ¢ Conjugado: — 1 — ¢

c) Opuesto: — /3 — i Conjugado: — \/3 + i

d) opuesto: /3 + i conjugado : — /3 +i

e) opuesto : 4 conjugado : —4
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f) opuesto : — 2¢ conjugado : — 23

OPERACIONES CON COMPLEJOS

Adicién: Para sumar dos complejos se suman las partes reales y las partes imaginarias por separ:

(x +yi) + (a +bi) =(x +a) + (yi +bi)
=(x +a)+i(y +0).

Ejemplo:
(2+3i) + (4 —5i) =(24+4) + (3i —57)
= 6 + (—29)
= 6 -2

Propiedades de la adicion:
Propiedad Asociativa: (z1 + z3) + 23 = 21 + (22 + 23)
Propiedad Conmutativa : z1 + 2o = 29 + 21

Existencia del neutro: el numero complejo 0 + 07 es tal que
para z; = a + bi se cumple que:

a+bi +0+0i=(a+0)+ (bi+0i)=(a+0)+(b+0)i=a+bi
Inverso Aditivo:Dado el complejo a + bi, el nimero complejo — a — bt es su

simétrico pues: a +bi+ (—a —bi) =(a —a) + (bi — bi) =0+ 04

Representacién grafica de la suma de numeros Complejos

sUMA DE COMPLE.JOS
EN FORMA BINOMICA

23=21+2:=3+{5/2]i

2.
21=1+{B12)i

2r=2+i

Sustraccién: Para restar dos nimeros complejos ,se restan las partes reales y las partes imaginar:

separado.
(x +yi)— (a +bi) =(z —a)+(yi —bi)
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=(z—a)+i(y—b)
Ejemplo:
(24+3i) — (4 —5i) =(2—4) + (3i+59)
= =2 +3+5)
= -2 + 8i
La sustraccion al ser operacion inversa de la adicion, posee las mismas propiedades que ella
Multiplicaciéon:Para multilpicar dos complejos, multipliquense como binomios los dos comple;j
reemplacese 4% por — 1.

E

(x + iy)(a +ib) = za + xib + iya + i*yb
= ax + bxi + ayi + i’by
=ax +i(bxr +ayi)+ (—1)by
= (ax — by) + i(bz + ay)

Ejemplo:
(2 +3i)(4 — 5i) =8 — 10i + 12i — 153>
=8+42i—15(—1)

=8+21+15
=23+2
Propiedades de la multiplicacion:
Asociativa: (21-22) - z3 =121 (22 23)
Conmutativa: 2129 =221

Inverso Multiplicativo:El nimero complejo 1 + 04 es tal que para z = a + bi se
tiene: (@ +bi) - (1 +0i) = a+ bi

La multiplicacion es distributiva con respecto a la suma:

21 (22 + 23) = (21 22) + (21 - 23)

Divisién:Para dividir dos complejos, multipliquese numerador y denominador de la fraccion por
conjugado del denominador.

(x+iy) (x+iy) (a— bi)

(a+ib)  (a+bi) (a—Dbi)

_ (ax — bxi + ayi — byi®)
(a? — abi + abi — b%i?)

(az —bi( —1) +i(ay — by)
@)

Ejemplo:

(243i) _ (2+3i)(4+5i)
(4—5i) (4 —5i)(4+ 50)

84100 412 + 1577
16 + 20i — 207 — 2572

_ 8+4122i—15
T 16425

VIRGINIO GOM
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Resumen de las Operaciones con Numeros Complejos

—7+22

41
-7 22

=—+—'L

41 41

OPERACIONES RESULTADOS
STUNLA fa+bi) + (e +di)= | (at+ec) + (B+dk
RESTA fa+bi) - fe+di)= | fa-c) + (b-dki
MULTIPLICACION | (a+bi) e +di)= fac-bd) + (ad+tbclh
BIVISIOLT athi _ (a +E}ijll[c—cfijl=ac +&d +E:'c—acfz_
&+ di (c+dille —di) c*+d* o +d?
EJERCICIOS
Sean z=1+i y %=2 — i.
I) Calcule :
Dz + 2 2)| 2
3z 4) 212
5) 2
II)  Resuelva
1) 2(3+1) —4(5+1) — 7(4— 1)
2) (3 +2i)?
3) (6 — 5i) + (2 — i) —2(— 5+ 6i)
4) (2=3i)—(5+4i) + (6 40)
5) (3 +2i) (4-20)
6) (—i+1)(3-2i)(1+3i)
D
)
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4-2
i

2.

10) 6—3(5—|— gz)

(—3i)2(1 — 2i)
(2 + 29)

9)

11)

(3 + 30)(4 — 2i)

12
) 2—-2

-2+ 3

B armi=i19

2+ 5t

14
)3—22'

(1—1)

147  —3—9
95— " 1+3

15)

Respuestas:

I)
1)3+0i = 2)1/2 3)2 4 i
II)
ni -3 2)5 + 121 3)18 - 18i
4) —9i 5)16+2i 6) 16 —2i
1 13,
) 6.
9) —2—4i 10) —9+gz
11) %4‘ %i 12) 3 + 6i
9 7 15 23
13) — — — 14) = 4+ =%
25" 20" ATRIETY
-7 13,

212
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Forma Polar o Trigonométrica de nimeros complejos:

Sea el nimero complejo x + yi representado por el Vectorﬁ).
Este vector se puede describir mediante la longitud 7y « es el angulo que el vector forme con
eje positivo de las x (eje real). El nimero r se llama mddulo o valor absoluto del nimero complgjo y el
angulo « se llama amplitud, argumento o valor principal del nimero complejo.

4

E

FORMA POLAR DE UN
NUMERO COMPLEJO

3 =

2l =1zl

¥=T _ Send

[ g
-3 2 -1 o 1 2 3

-3

Enla figura, £ =rcos a ¢ y =rsena.

Ahora veamos como se obtienenr y « :

r=+/22 + y? o =arctan ( £)

Entonces:
z=x+4+iy=rcos a +irsen a=r(cos a +isen a ).

Se dice entonces que z =7 (cos @ +isen «) eslaforma polar o trigonométrica del nime
complejo z.

VIRGINIO GOM
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Recuerda que para transformar un
angulo sexagesimal a radian se debe
aplicar la siguiente regla:
180° =]

Ejemplo:
Exprese z= — 2 — 24 en forma polar:
Respuesta
Elméduloes 7= +/(— 22+ —272=\/8=2y2
Y -2
y  a = Arcotg(=) = Arctg (—2) = Arctg (1)
x _
w
=45°=—
@ 4
Pero z = —2 —2¢ € IIl cuadrante y el dngulo encontrado « = 45° =§ € I cuadrante.
45
45
T S5
Asi =7+ —="—
st o =m+ 2

Luego z=rcis «

.5 5 . 5
=2 2c1s—;r =2\/5(cos%+zsen—2)

214
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CUADRO RESUMEN

|Sabemos: z=a +&

Forma hinomica II- Forma polar

Calculamos: » = |z| = Jat +b? a=arctag —

z=r{cosa ticosa)
Z=r cigd

cZ |

3

Sabemos z = F

¥

Forma polar II- Forma bindmica

Calculamos: @ = reoos v, b= rsen o
z =rfcasa +icosa)

Ejercicio:

1) Exprese en forma trigonométrica ( o polar) los siguientes nimeros complejos:

=3 +£i
2 2

¢) 1-iy/3
€) 1+ v/3i
9) — 141

i) 3i

b) 6v/3 + 6i
d)2—2i

HVB+i

h) 5—12i

j) =5

2) Exprese el nimero complejo en forma cartesiana o binomica

a) 8 (c0s210° +isen 210°)
¢) 4 (cos 240° + isen 240°)
e) Scis ¢

9) 2cis495°

i) 5¢is180°

Respuestas:

1y
a) 3018(5%) = 3c¢is 150°

c) 2 (cos 300° + isen 300°)

om
b) 2 cis —
) 2 cis 3

d) 2(cos315°+isen 315°)
f) 2cis135°
h)3cis240°

J)4cis90°

b)12( cos30° + isen 30°)

d)2/2 (cos 315° + isen 315°)
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e) 2¢is60° f)2cis30°

9) V/2¢is135° h) 13 cis 29°2: 37
i) 3¢is90° 75

2)

a) —4/3 —4i b)1—i+/3
©) —2-2i\/3 d) V2 —i/2

e)%nggi £ =V2+ V2

Producto v cuociente de nimeros complejos expresados en forma polar:

Sea z1= rycisa; y
2= T9 CiS Q9.

La forma polar de un numero complejo es especialmente comoda a la hora de multiplicar, ya que

multiplicar los modulos y sumar los argumentos. es decir,
21 2= (rycisay) - (ry cisas)

=71y -rocis(a) + ag)

Por lo tanto, se define el producto de dos complejos a aquel nimero que tiene por mddulo el pr

los modulos y por argumento la suma de sus argumentos

Ejemplo:
z —2cz'sz z —§cis5—7r
1 6 Y 279
3. . (7 5
21 = (2 §)czs<g+ E)
s
:3 ] —_—
018(2)
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Representacion grafica del Producto

PRODUCTO OE COMPLEJOS

EN FORMA POLAR

7y =72, = 3(.:05(?%) +7sen(7 %))

z = 2(:05(%) +3'sen(%))

2] 3 T, T
j =_ 50+ H—
1 Zy 2('305( ]2) isen( 12))
1]

2 a0 1 73
]
2

Para calcular el cuociente de un complejo por otro no nulo basta con dividir los

modulos y restar los argumentos, es decir:

21 Ticisoy

22

T2C1S (g

= hcis( —a)

|O GOMEZ '

Por lo tanto , se define el cuociente ( 6 division) de dos nimeros complejos como aquel niimero que
de dividir los médulos y restar los argumentos:

Ejemplo:

solucion:

21 _
22

r1CiS O 1
T9CLS (9 9

Sea z; = 8¢is45°y 29 = 2 cis 30°.Encuentre el cuociente entrei—;

7

7

8 cis 45°
2cis 30°

= g cis (45° — 30°)

= 4cis15°
T

= 4cis —

12
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Ejercicios :

Realice las operaciones indicadas dando el resultado en forma polar y en forma cartesiana:

a) 5(cos 170° + @ sen 170°)(cos 55° + isen 55°)

4( cos 220° i sen 220°)
2(cos 40° + isen 40°)

b)

2) Exprese cada numero en forma polar , efectue las operaciones indicadas y de el resultado en f

cartesiana:

(4-4iV/3)
(—2v/3+2i)

b) (3 —3iy/3)(—2-2i/3)

a)

Respuestas:

1) a) Forma polar: 5 cis 225° = 5( cos 225° + i sen 225°)
Forma cartesiana: — 5# — 1 5?

b) Forma polar: 2 cis 180°
Forma cartesiana: — 2

2)a) — /3 +i

b) —24
Potencia de un nimero complejo (Teorema de De Moivre)

Sea z = r c¢is a un nimero complejo, entonces, una potencia de z es 2".
Se define 2= (r cis o)™ = r™ cis (n o) ; con n entero.

Ejemplo:
Encuentre la décima potencia de 1 + ¢

Sea z =141, entonces z'0= (1 +i)'0

Como z esta expresado en forma cartesiana, debemos expresarlo en forma polar

z=14i;r= \/5; a = arctan(1)=45° = §

P -
Asi z = \/iczsz

10
10 _ K
Entonces z " = (x/iczs Z)

218
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10
— ;.10
= (ﬁ) cis =~
10
_ - bw
= (\/5) cLs %5

Ejercicios

a)  (+iy/3) b) (V3 —i)

c) (—1+i)° d) 1leis150° - 5¢is30°
e) 6cis45° :3cislh® f) 2¢is10° - 1¢is40° - 3¢isT70°
9) 5eis 2 1 1cis60° h)(1— +/34)°

Respuestas:

a) Forma cartesiana: — 8 — 8@'\/§ b)Forma cartesiana: — 164/3 — 16¢
Forma polar:16 cis 60° Forma polar: 32 cis 30°
c) Forma cartesiana: — 324

Forma polar: 32 cis 270°

d) -5 V3 +i

. 5 54/3i
f) — 34 34/3i 95+

h) 16 + 16 /3i

Raices de niimeros complejos:
Definamos la raiz n-ésima de un nimero complejo z, como un nimero complejo w tal que:
w" =z
— Si z = rcis «, una raiz n-ésima esta dada por:
1
=«
w=rncis(—)
n
Teorema de las raices n — ésimas:

— Si z = rcisa, entonces z tiene "n" raices n-ésimas (distintas), ellas estan dadas por:

w=rncis(——); £k=0,1,2,3,...(n — 1).
n

VIRGINIO GOMEZ'
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Ejemplo:

Encuentre las 6 raices de z = — 1 + z\/§
solucion:
2
i= —1 +¢\/§=2c¢s(§)
Asi las seis raices sextas estan dadas por:

( %+ 2km) .

w = 2écis k=0,1,2,3,4,5.

Z42.0-7 2
k=0= w =2ecis % = 2icis (2m) :2%02'3(%)
T2 1m 8 4
k=1= wy = 2scis % — 2teis O _ ki (gﬂ)
Iy2.2.m 14 7
k=2 = ws = 2ecis % = 2scis ( 187T) = 2tcis (?ﬂ)
Z+2-3- 20 10
k=3 = w, = 2ocis % = icis (20m) =2%cis(Tﬂ')
Zi2-4-7 26 13
k=4= ws = 2%018 % = 2%01'8 ( 187T) = 2%623(771-)
Z+2-5-m 32 16
k=5 = we = 2ocis % = icis ( 187r = Z%C'Z:S(Tﬂ')
Grafica de las raices sextas de z = — 1 + z\/g :

w zzécis(g) ~ 1.055+30.37
1. Ar .
wy = 26cis (?) ~0.194+41.10
I (s )
ws = 26¢is (?) ~ —0.85+1¢0.718
1
wy = 2%(;@'5(%) ~ —1.04-i0.38
13
ws :2%018(771-) ~ —02-il.l

16
we = 2%015(7”) ~0.85 —0.71

220

VIRGINIO GOMEZ'



Instituto Profesional Dr. Virginio Gémez

Departamento de Ciencias Basicas

VIRGINIO GONEZ

Representacion grafica de las raices:

iy A

Ejercicios

Encuentre las raices que se indican y grafiquelas:
a) Las raices cuadradas de 2 — 2@'\/§

b)Las raices cuartas de — 8 — 8i\/§

c¢)Las raices cubicas de — 4\/5 + 4i\/§

d) VAR

Respuesta :

a)w1=— \/§+i;W2=\/3_— 7

bywi=1+iv/3; wi=—/3 +i; wy= —1—iv/3; wi=+/3 — i

w; = \/5 + 7,\/5 i we = 2(cos165°+ i sen 165°) ;  w3;=2(cos 285° + i sen 285°)
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1 1
dyw; = 5\/§+ b w2 =1 wy= V2 cis345°;

e) wi=\/2¢is105%; wy=\/2¢5225%; wy= —1-iy/3; wi=+/3 — i

|'r L“-
=1 H M|
g - Ty,
S g
= i
1) w;=1¢is90° =1, wo=1¢15210° ws3=1cis330°
i
."I ‘-1."
b
e

w3=2c¢ts162° wy=2cis234° ;w5=2 cis 306°

9) w1=2cis 18° wo=2¢i590°

Tz
-
T TR
. M'\-.

e
V- Te
'\'lz'l

2‘,'3 "
1"1 K Irr
L I
“.’Ir’z
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AUTOEVALUACION

1) Determine el valor de

CL) 7;—2143 _ 2i2431

2) Sean z1 =24+ 21y z9= 2 ﬁcis 225, dos nimeros complejos
Determine:
21
. p) 2L
a) z1- 2z ) .

c) zf d) /21

3) z1= —1+2

z9= —1—1+/3i

z3 =2c¢is50°
Determine:

z1+ Z9
2 cos 20°

a)

— | 23]

2z
b) Z1.29 + it
zZ2

N
o ~1

c)

w oo

z
d) z3 : 24

2 (cos30° + isen 30°)(cos50°+ isen50°)
7(cos40° + isen40°)5(cos10°+ isen10°)

¢)

223
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Respuesta
a) 3i
a)8¢is270° b) cis 180°
¢)(v/8cis45°)% = (\/8)5 cis 225°
d)ywy = (/8)3cis15°
wy = (V/8) Peis135°

w3 = (v/8) Yecis 255°

V/2¢is135° + 2¢is135° )

@) 2 cos 20
b)3\/§_ 9.3 3V3,
4 4 4 4

¢) =cis 200 °
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CAPITULO VII

POLINOMIOS
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POLINOMIOS
Una funcién P definida por la ecuacion :
P(z)=a, 2" + a,_12" ' + ... + apz > + a1z’ + ag, con a,, a1, a,, ..., a, constantes y a,,

se denomina " POLINOMIO DE GRADO n".
Donde el grado del polinomio es la mayor potencia a la cual esta elevada el valor "«

Ejemplos:
a) P(x) = x + 2* ; grado(P) = 2

b) Q(z) _1——x+\/_ 5 grado (Q) = 15

x? + T3

¢)R(x) = 5

; grado (R)=?, R(x) no es polinomio.

OPERACIONES CON POLINOMIOS

Adicién: Para sumar 2 o mas polinomios, primero se ordena cada polinomio de mayor a menor

luego se suman los términos que son semejantes.
Ejemplos:
P(z) =52 —22" -3 y Q(z) =9 — 2+ 2z + 327
Primero ordenemos los polinomios:
P(z) = 5x® — 227 — 3
Q(x) = —2*+ 32> + 22 +9
Luego se suman los términos que son semejantes:

P(z)+Qz) = (52 —2®) + (—22% +32* ) +2x + (-3 +9)
=42 + 2% +22+6

Sustraccién: Para restar dos polinomios, se procede de igual forma que la adicion:

Ejemplos:

3 8
P(z) = —g;c5 +122" =8 y Q(z) = —16I2+§x—x5+6

P(a:)—Q(a;):(—gx5 + 122 —8)—(—16m2+§x—x5+6)

2
= 5x5~|—12x4+16x2 —gx—lll

Producto: Para multiplicar dos o mas polinomios se debe multiplicar cada elemento punto a pun

se ordena el polinomio resultante de mayor a menor grado.

Ejemplo:
Multiplique P(z) =2z —3 con Q(z) =32 —22+3
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P(z)-Q(z) = (22 — 3) - (32% — 2z + 3)
=62 — 42> + 62 — 92° + 62— 9
=62 — 13224+ 122 — 9

Si un polinomio A(x) es de tercer grado y un polinomio B(z) es de segundo
grado. ;Cual es el grado del polinomio A(z) - B(zx)?

A(z) - B(z) es de quinto grado.
Ejercicios

Sean P(x) =2x* —32? +2+5; Q(z)=2r>+2—1; R(z)=3z—2;
tres polinomios. Realice las operaciones que se indican:

a) P(z) + Q(x) =

b) Q(z) — R(z) =

¢)5P(z) — TR(z) =

d) 6Q(x) — 3P(x) + 5R(x) =
e) P(z) - R(x) =

H)8P(z) - 4Q(z) =

Respuesta
a2z — 22 + 22 + 4 b)2z% — 22 +1
c)10x3 — 1522 — 16z + 39 d) — 623 +212% — 187 — 31

INIO GOMEZ !

e)6zt — 1323 + 922 + 13z — 10 f) 1282° — 128" — 962 + 16022 — 162 — 16

Divisién: Para dividir un polinomio F'(x) por otro G (x) se utiliza el método de la division algebraica.
Ejemplo:

Divida F(z) = 2" — 16 por G(z) = 2% + 3z + 1
2t —16:2" +3z +1=2" 43z +8

— (2* +32° + 27
— 32 —2° — 16
— (32 — 927 — 3x)
8z2 + 3z — 16
— (822 + 24z + 8)
— 21z —24

VIR
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Donde F(z) = z* — 16 (dividendo)
G(z) = 2 + 3z + 1 (divisor)

S(z) = x* — 3z + 8 (cuociente)

R(z) = — 21x — 24 (resto o residuo)

Asi se tiene: F'(z) = G(z) - S(z) + R(z)

DIVIDENDO = DIVISOR - CUOCIENTE + RESTO

vt =16 = (22 +3z+ 1) (22 - 32 +8) + (— 21z — 24)

TEOREMA DEL CUOCIENTE Y RESTO

Si F(z)y G(x) # 0 son polinomios, entonces existen polinomios unicos S(x) y R(x)

F(z) =G (z) - S(z) + R(z) ,dondeS(x) = cuociente
y R(z)=resto

Observacion: El grado de R(z) debe ser menor que G(z)

Ejercicios

Hallar el cuociente y resto de los siguientes polinomios

1
a)6x6—5m5—5w4—77333+6x2—2:2x3—3m2+1:

b)bx — 14z +3:2-2=

ot —223 +dr—6:0—-2=
d)3z> —4 : z+1

e) w3 — 2+ 1 : 2? +5x — 2

fat + 322 +22+3 : 22 +4z -1
g) 32 +4r? — b +2 : x+2
Respuesta

a) S(az):3m3+2m2+%x—5

1
R(z) = — 112% + §x+3

b)Ss(z) = 5% + 102 + 6
R(z) =15
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¢)S(z) = 2 — 42% + 8z — 12

R(z) =18
d)S(z) =3z -3
R(z) = -1
e)S(x)=xz—-6

R(z) =34z — 11

f)S(z) =2* — 4z +20

MEZ'

R(z) = — 82z +23
3xf —2x—1
g) S(z)
3z —

Observemos los ejercicios b y ¢ donde el divisor es de la forma (z — ¢).Cuando ocurre
puede utilizar otro método de division denominado "DIVISION SINTETICA O METODO DE
RUFFINI HORNER".

O

Ejemplo:
5xd —ldx +3:0 -2 =

Primero debemos agregar los grados que le faltan al polinomio
52° + 0z° — 14z + 3

Luego los factores nimericos se anotan en una tabla, tanto los del dividendo como los

5 0 —-14 3 |z-2
10 20 12 2
5 10 6 15

donde R (z) = 15y S (z) = 522 + 10z + 6

Asi F(x) =G(z) -S(x) + R(z)
53 + 022 — 14z +3 = (x —2) - (52 + 10z + 6) + 15

Ejercicios:

Divida utilizando division sintética:
a)2x® — 12 + 22 — 5 por x + 2
b)3z® — 22° + Lz — 1 por r—1
Respuesta:

a) 223 — 2 + 22 — 5= (22 = 5z +12) (x — 2) — 29
b)32° — 208+ e —1=(z—1) (32" - 323+ 2’ —z+ 3) - I

VIRGINIO G
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TEOREMA DEL RESTO O RESIDUO
Si un polinomio P(x) se divide por (x — ), entonces el residuo es P(c).

Ejemplo: Sea P(z) = 32 — 22% + 1z — 1, hallar P( - 1).

Solucion : Debemos encontrar el resto, teniendo como divisor (z + 1)

30 -2 0 % -1 |z+1
4
-3 3 -1 1 - | —1
3
4 7
3-3 1-1 - —<
3 3
Luego si evaluamos © = — len P(z) se obtiene:

1
Pz = —1):3x5—2m3+§w—1
1
:3(—1)5—2(—1)3+§x(—1)—1
7
=3 que es el resto.
Definicion:
Un niimero e se dice cero del polinomio P o una raiz de la
ecuacion P(z) =0si P(a)=0
Ejemplo:

El polinomio P(z) = x3 — 42% + 3x + 2 tiene a (z — 2) como factor pues
P2) =0

1 -4 3 2 |z—2
2 -4 =2 2
1 -2 -1 0

w3 —42® +32 +2 = (z —2)(2? — 22— 1)
Ejercicios
1) Demuestre que (x — 3) es un factor del polinomio F(r) = x* — 42 — 72 4 221 + 24
2) (Es — lunaraizde F(z)=2%— Tz —6?

3) (Es2unaraizde F(r) =a* - 222 — 2+ 7?

IRGINIO GOMEZ '

TEOREMA FUNDAMENTAL DEIL. ALGEBRA

Todo polinomio P(z) de grado n > 1 con coeficientes reales o complejos tiene un cero rea
complejo.

Este teorema nos dice que el polinomio P(z) puede tener mas de una raiz real (complej 0
(,como saber cuales son esas posibles raices , y de que naturaleza son?

Vv
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Para resolver esta interrogante, utilizaremos dos métodos:
1.- Regla de Descartes : (queda determinada la naturaleza de las posibles raices)
Raices positivas: nimeros de variaciones de signo, en el polinomio P(x)
Raices negativas: nimeros de variaciones de signo en el polinomio P ( — z)

Raices complejas: es el numero de raices que faltan para completar el grado del
polinomio P (z) .

Ejemplo:
Sea P(z) = 2% —32°+22% — 2+ 12 : 4 variaciones de signo
P(—z)= —2"4+32° + 22> + z + 12 : 1 variacion de signo

Se completa la siguientetabla: | + | — | C

O DN =
= = =

4
6
8

Nota: El grado del polinomio P(x) es 9.

Asi el polinomio P(x) puede tener las siguientes combinaciones de raices:
a) 4 raices positivas - 1 raiz negativa - 4 raices complejas.

b) 2 raices positivas - 1 raiz negativa - 6 raices complejas.

¢) 1 raiz positiva - 1 raiz negativa - 8 raices complejas.

O GOMEZ¢!

Observacion:
Si un polinomio P(z) de coeficientes reales tiene una raiz compleja de la forma a + bi, entonces
tambien tiene como raiz compleja al conjugado a — bi.

i

2.-Calculo de las raices racionales de un polinomio con coeficientes reales:

=

Sea P(x) = a, 2" + a,_12"" + ... + asx > + a1z’ + ag un polinomio, donde a,, es el
término del polinomio P(x) y ag el término independiente.
Las posibles raices racionales se obtienen de encontrar los divisores de a, y a respectivament
hacer un cuociente entre los divisores de a( por los divisores de a,,.

Tu

Posibles raices:

(a
D(ay)
Ejemplo:

1. — Calcule las raices del polinomio P(z) =2z* + > — 7z — 6
solucion:
Identifiquemos a,, y ag respectivamente:
ay = — 6
a, =2

VIRG

Ahora buscamos los divisores de a, =2y ap= — 6
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D (ap) = D(—6)==%1,£2,+3, +6
D(a,)=D(2)=+1,+2.
Luego se forma el cuociente entre los divisores deag y ay:

D(ap) +1,+£2,+3,+6
D(ay,) +1, 42

Entonces se obtienen las posibles raices racionales:
1 3
R(Q) = {d: 1,£2,+3, j:6,ﬂ:§,j:§}

Busquemos por ejemplo x = — 1

2 1 -7 —6|z+1
-2 1 6 1
2 -1 -6 0

Por lo tanto x = — 1esraiz

203 + 2% — T2 — 6 = (z + 1)(22> — 2 — 6)

Ahora probemos con otra raiz: = 2 :

2 -1 —6|x—-2

Por lo tanto x = 2 es raiz

Asi 223 + 22 —Tx — 6= (v + 1)(z — 2)(2z + 3)

20 4+3=0
20 = —3
-3
r=—

2

-3
. Lasraices de P(z)son — 1,2y —

2. — Veamos otro ejemplo:
Descomponer completamente el polinomio

P(z) = 2° — 6z + 1123 — 22> — 12 + 8y hallar su orden de multiplicidad.

solucion: Utilizando los dos métodos anteriores, tenemos:
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-Regla de Descartes:
P(z) = 2° — 62" 4 112° — 22° — 122 + 8 : 4 variaciones de signo

P(—x)= —a° — 62" — 112 — 22° + 122 + 8 : 1 variacion de signo
Luego, las posibles combinaciones son:

- | C

_|_
4
2
0

=] = =

0
2
4

-Raices de un polinomio con coeficientes reales:
Ahora buscamos los divisoresde a, = — 1y ag= 8
D(ap) = D(8) =+1,+2,+4, +8
D(a,)=D(1)=+1.
Luego se forma el cuociente entre los divisores deag y ay:

D(ag) _ +1,+2,+4,48
D(ay,) +1

Entonces se obtienen las posibles raices racionales:
R(Q) = {i 1,+£2,+4 ﬂ:S}

Probemos conx = 2 :

1 -6 11 -2 =12 8|lx—2
2 -8 6 8§ —8 2
1 -4 3 4 -4 0

Es decir x = 2 es raiz del polinomio P(x).
2 — 62t + 112% — 222 — 122 + 8 = (z — 2)(z* — 423 + 322 + 4z — 4)

Probemos nuevamente con x = 2 para ver si es raiz mas de una vez :

1 —4 3 4 —4 [z-2
2 -4 —2 4 2
1 -2 -1 2 0

Nuevamente x = 2 es raiz de P(z).

Y el polinomio queda factorizado como:

25— 62t + 1123 — 222 — 122+ 8 = (z — 2)(z — 2)(2% — 222 — 2 + 2)
=(@—-2)%*2*-22> -1 +2)

Probemos otra vez si x = 2 es raiz:

VIRGINIO GOMEZ'
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1 -2 -1 2 |z—-2
2 0 —2 2
1 0 -1 O

Nuevamente x = 2 es raiz
Ahora P(x) se factoriza como:

25— 6t +112% - 222 — 122+ 8 = (z — 2)(z — 2)(z — 2)(2% — 1)
=(z-2°%*-1)

Pero sabemos desarrollar ecuacion (z2 — 1) =0
obteniendo 2 raices: x = —1lyx = 1.-
Finalmente el polinomio queda completamente factorizado como:

-6t + 112 - 222 — 122+ 8= (- 2)(z - 2)(x —2) (@ + 1)(z — 1)
=(@-2@+1)(z-1)
Observe que = = 2 es una raiz triple.

Ejercicicios: Encuentre las raices de

a) 23 — Tz — 6

b)2x3 — 3z — 9z + 10

¢) z — 5% + 522 + 52 —6
d) 323 — 1022 + 92 — 2

e) ° — 16z

)z — 322 + 22

g) 2® — 2 +4x—4

VIRGINIO GOMEZ'
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Respuesta:
a) 1 0 -7 -6 ayp ==l oy =2 Xy = 3
-1 -1 1 6
1 -1 -6 Lo
-2 -2 0
1 3 o
3 3
T
b) 2 3 -9 10 xp=1 oay =2 ag = %
1 2 1 -10
2 -1 =10 |0
-2 -4 10
2 5 o
C) 1 -5 5 5 -6 xp =1 xy ==l Xy =2 =
1 1 —4 6
1 -4 1 6 Lo
-1 -1 5 -0
1 5 6 lo_
2 2 -6
1 -3 Lo
3 3
1 Lo
d) 3 -0 9 -2 =1 =12 x5=%
1 3 7 2
3 =7 2|0
2 6 2
3 -1 o

e)x(xt —16) = O;

ayp =0 =2

2o HxZ+4=0
xy =2

flax?—3x+2)=0; x(x-Dx-2)=0

xp =0 =1 x3=2

) 1 -1 F —1 x=1
1 4
1 0o 4 |o
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INDUCCION:

Entre las herramientas mas utilizadas en matematicas se encuentra un método de demos
llamado Método de Induccion Matematica.

Este método se basa en un método deductivo y se utiliza especificamente para demostra
validez de ciertas proposiciones para un subconjunto de niimeros naturales.

PRIMER PRINCIPIO DE INDUCCION MATEMATICA:

Si S es un subconjunto de N que verifica:
i)les
ii)yneS=n+1eS

entonces S = N

MEZ

El primer principio de induccion matematica(P.I.M), se emplea para demostrar propiedades de los
numeros naturales. Por ejemplo, si hay interés en demostrar que los niumeros naturales poseen o
una cierta propiedad P, entonces se define el subconjunto S de N formado por todos los niimeros
que tienen la propiedad P.

S ={a:a € Ny atiene la propiedad P}

Luego si probamos que S = N, habremos demostrado que todos los niimeros naturales tiene
propiedad P.

Pero para demostrar que S = N, basta probar que:
1) 1 € S (es decir basta comprobar que el 1 tiene la propiedad P)

2yneS = n+1€S (estoesdelsupuesto que n tiene la propiedad P, se debe
probar que n + 1 € S tambien tiene la propiedad P ).

Ejemplos:
. , n(n+1) .
1.- La suma de los n primeros numeros naturales es — es decir :
1

142+34..+n= %

Respuesta:
. 1 .
Se define la propiedad P,_1 +2+3 + ...+ n = @ y el conjunto
S ={n:n € N/P,es verdadera}

Demostracién

1) Probemos que se cumple paran = 1:

1= =18 gy

.. Pies vedadera, luego 1 € S.

VIRGINIO G

2) Supongamos que n =k € S'; P es verdadera:
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k(k+1)

Pi=142+434..+n= ==

3) Probemos quen =k +1€ S

k(k+1)

T4243 44kt (B+1) = =

+(k+1)

_ k(b + 1)+ 2(k+1)

2
KP4 k42k+2
o 2
K 43k+2
B 2
B (k+1)(k+2)
- 2
C(k+D)((k+1)+1)
o 2
n=k+1e€S.
AsiS =N

2.- La suma de los n primeros niimeros naturales impares es n?, es decir:

14345+7..+(2n—1) =

Respuesta:

Se define la propiedad P,—1 +3 + 5 + ... + (2n — 1) = n? y el conjunto

S ={n:n € N/P,es verdadera}
1) Probemos paran = 1:
1=1% 1=1
.. Pres vedadera, luego 1 € S.

2) Supongamos que n = k € S; P, es verdadera:
Po=14+34+5+7+..+02k—1) =k

3) Probemos quen =k+1€ S

1+34+54+7+..+k—1D)+2k+1)—-1)=k+
1+34+5+T7T+..+R2k—1)+(2k+2)—1)=k>+
1+34+5+7+..+(2k—1)+ (2k+1) =k*+

=k +2k+1

=(k+1)?
n=k+1€S5.
Asi S = N.

238
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3.- n® + 2nes divisible por 3

Respuesta:
Se define la propiedad P, - n® + 2n es divisible por 3, es decir

n®+2n =3-p
S ={n:n € N/P,es verdadera}

1)Probemos para n = 1:

’+2-1=3-p
1+2=3.p
3=3-p
3=3-1 ,p=1

.. Pies vedadera, luego 1 € S.
2)Supongamos que n = k € S'; P, es verdadera:

P, = k3 + 2k es divisible por 3, es decir & + 2k=3 - p (hipotesis)

3)Probemosquen =k+1€ S
(k+13+2(k+1)=3-p
(K3 +3k*+3k+1)+ (2k+2)=3-p
E+3k*+3k+1+2k+2=3-p
(k* +2k) + 3k + 3k +3)=3 - p
l +3k2+k+1)=3-p multiplode 3
hip.) +3x(k*+k+1)=3-p
1
multiplode 3

n=k+1€S5.
Asi S = N.

Ejercicios propuestos:

Demuestre por Induccion matematica las siguientes proposiciones.

2
1

a) La suma de los cubos de los n primeros numeros naturales es [@] ; es decir:

2

n(n+1)

P+224+334+ . +nd= 5

b) 24+4+6+8+...+2n=n(n+1)
c) 448412+ ... +4n=2n(n+1)
dy 2+22 4224204 42n =2t _9

2 _ n(2n+1)(2n—1)

e) P4+32 4524+ +(2n—1) 3

f) 32" 4 7es un multiplo de 8

VIRGINIO GOMEZ'
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TEOREMA DE BINOMIO DE NEWTON:

Busaceremos descubrir una formula para el desarrollo de (a + b)" por medio de la indu
ordinaria; es decir, veremos algunos casos especiales y trataremos de establecer una formula genera S
mismos.

Para comenzar, se calcularemos directamente las 5 primeras potencias de nimeros naturales de
(a+b)"

E

(a+b)=a+b

( )? = a® + 2ab + b*
(a+0b)* = a® + 3a%b + 3ab® + b*
(a +b)

(a+b)

a+b)* = a* + 4a®b + 6a%0* + 4ab® + b4

Del desarrollo anterior se obtienen las siguientes observaciones:

1.- Eldesarrollo (a + b)" tienen + 1 elementos.

2.- Lapotencia de a va reduciéndose en uno(1) en cada término de izquierda a derecha.

3.- La potencia de b va aumentando en uno (1) en cada término de izquierda a derecha.

4.- En cada término la suma de las potencias de ay b es igual a n.

5.- El coeficiente del término siguiente se obtiene multiplicando el coeficiente del término dado el
exponente de a y dividiéndolo entre el nimero que representa la posicion que ocupa dicho términ
binomio.

Ejemplo:

Si queremos determinar el tercer término de (a + b)* se tiene:

=7= ; donde : 4 = coeficiente a

3 = exponente de a
2 = Lugar que ocupa.
Luego el término que buscamos es: 6a>b>

Formula General del Binomio:

(a+bd)" = kz:; (Z) a™ kb

n

donde < i

>representa el nimero de combinaciones de "n sobre k"

La combinacion (n sobre k) tiene el siguiente desarrollo:
!
n n!

k) kl'(n—k)

El simbolo n! representa el producto de los n primeros niimeros naturales:

VIRGINIO GOM

nl=nn-1)-(n—2)-(n—3)-...-2-1
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Se define 0! =1
1'=1
Ejemplo:

8 8-7-6-5!

Ahora determinemos la combinacién de:

8y 8 8  8.7.6-51 8.7-6
3)  (8=3)!3 531 53 3.2.1

Oy_ 9 _9-87 9.8 .o
2) (9-2)20 T2l 2.1

5\ _ 5 5t _ 50
5/ (5-=5)!5 05 1.5

OBSERVACION:

En su calculadora usted puede obtener las combinaciones con la tecla ", ¢ ,."

Ahora como conocemos los conceptos de factorial y combinacion, determinemos el des

completo de un binomio:

Ejercicio:
Realice el desarrollo de (m + n)3

solucion:

Utilizando la forma general de binomio, se tiene :
n

(a+0b)" = Z (:)a"_kbk

k=0

(m +n)® = i(z)m3knk

k=0

Qs Qe Qe

=m?+ 3m?n+ 3mn® +n’
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Otro ejemplo:

n

(Gu+20)t = (:)an_kbk n=4:k=0,1,2,3,4.
k=0
n=4 4

Bu+20) =" ( k) (3u)* " (20)"
k=o0

= () (3u)*(2v)" + (1) (Bu)*(2v)' + (5) (Bu)*(2v)? +
+ (g) (3u)'(20)® + (j) (3u)°(2v)*
= (3u)* 4 4(3u)?*(20) + 6(3u)**(20)? + 4(3u)'*(2v)* + (2v)*

= 81u' + 4(27u?)*(2v) + 6(9u?)*(4v?) + (12u)*(8v3) + (1601)

= 81u* + 216u3v + 216u2v? + 96uv® + 16v*

Ejercicios

GOMEZ'

Desarrolle cada una de las expresiones siguientes mediante el teorema del binimio y simplifique
si es necesario:

a)(z +2)3
b)(u —v)°
¢)(3p—q)*

{0

Ahora veremos como determinar un término cualquiera sin tener que realizar el desarrollo
completo de ese binomio:

N

Término r-ésimo de un binomio:

El término 7' , se obtiene de la siguiente forma:
N nkpk
T,=(k)a b* ; donde T, = Thys1

Ejemplo:

Determine el séptimo término de (22 — y)'?

Respuesta

T7; = Tyy1 = Ts41 donde k entonces es 6

()= (-

O
o
>
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(162)(2x>12—6 (=y)°
= 924(642°%) - (—y)°
=924 - 64250

Asf el séptimo término de (2z — y)'%es 59136 %"

Otro ejemplo:

. __ . . . 1
Determine el término que contiene a % del binomio(z* — 5)12

Respuesta

El desarrollo de este binomio es:

- (D) -

()=

El término que contiene a z%esta dado por:

6 _ 242k

x
Igualamos exponentes, y se obtiene:
6=24 — 2k

Luego despejamos k y tenemos:

2k =18
k=9

Como k es un niimero entero(k € Z), entonces existe el término y este es

12 1
Tiy1 =Ty =T = ( )(552)12_9( - 5)9

9
1
=2202% (- ==
02 (= 55)
220 4 55
5127 T T 128"
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Términos centrales de un binomio.

-Sin es par se tiene un solo término central:
T n
—— 41
2

- Si n es impar se obtienen 2 términos centrales, dados por:

_n+1 n+1

Tcl = 9 Yy Tc 2 = 9 +1
Ejemplo:
Obtener €l o los términos centrales de:
(a+b)°
solucion:

Como n = 5 es impar se obtienen dos términos centrales, dados por:

6
TclzT:§:3:>T3:Tk+1:>k:2

To=341=841=3+1=>Ty=Ty1 =k=3

=
I

(;) (@)2(b)” = 1042

T2 = (3)(a)>73(b)® = 10a%b?

Término independiente.

Este término no siempre existe, para determinarlo sabemos que es aquél donde no aparecen

con variables , por ejemplo z, es decir, es z°.

1 .
Asi para el binomio (z? — 5)1261 término independiente esta dado por:

=2 =24 -2k=0
—2k= —24
k=12
como k € Z, entonces existe término independiente.

T, = Th+1 = Thgt -
12 2\12—-12 1 12 0 1 12
(15) @ 2= 2 = @)~

1

= 1-(= )" =1 (450 = (s

4096 )
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Ejercicios

Escriba y simplifique el término que se indica en el desarrollo de cada una de las siguientes

expresiones:

a) Noveno término de (2+£)15

b)Término que contiene a " de (22 — 3)°
3

¢)Términos centrales de (2 + = ) 9
x

d)Término independiente de (5 — 2)°
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